Συνημμένο 305, συνέχεια από το 302.

14. ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ. 
1/, ΤΡΙΧΟΤΟΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ ΡΟΜΒΟΥ. 
Πόρισμα 30 (Σχήμα 23).
Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ για τον οποίο είναι:           1800>
[image: image15.bmp]ΒΑΔ>900.            (1).

Γράφουμε κύκλο (Α,ΑΒ) ή (Α,ρ) ο οποίος τέμνει τις ΒΓ και ΓΔ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα.
Αν Κ είναι η τομή των ΒΖ και ΔΕ, και από το Κ φέρουμε τις κάθετες στις ΑΒ και ΑΔ αντίστοιχα και εάν αυτές τέμνουν τον κύκλο (Α, ρ) στα ζεύγη των σημείων Η, η και Θ, θ αντίστοιχα, τότε οι ΑΗ, ΑΘ τριχοτομούν  τη κυρτή γωνία ΕΑΖ. ενώ οι Αη, Αθ τριχοτομούν τη μη κυρτή γωνία ΕΑΖ.
[image: image1.wmf]Ð

Απόδειξη.
Παρατηρούμε ότι αν φέρουμε τις εφαπτόμενες του κύκλου (Α,ρ) στα Β και Δ και αν αυτές τέμνονται σε σημείο Λ, τότε θα μας έχει προκύψει το ειδικό ρομβοειδές της κατασκευής 29, με άξονα συμμετρίας την ΑΛ. Άρα, λόγω συμμετρίας και οι τομές Γ και Κ θα ανήκουν στην ΑΛ.

Αποδεικνύουμε, πως στη κατασκευή 29, ότι το Κ είναι μέσον της ΑΛ και άρα το τρίγωνο ΚΑΔ είναι ισοσκελές, οπότε και η ΚΘ είναι μεσοκάθετη στην ΑΔ. Τούτο σημαίνει ότι:

ΑΘ= ΘΔ=Δθ=θΑ=ΑΔ=ρ ή 
                      ΘΔ=Δθ=ρ.                   (2).

Μετά την (2) και σύμφωνα με τις σχετικές αποδείξεις της κατασκευής 29, η ΑΘ είναι πραγματικά η μια τριχοτόμος της κυρτής γωνίας ΕΑΖ, ενώ η Αθ είναι τριχοτόμος της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.
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Με όμοιο ακριβώς τρόπο αποδεικνύουμε και ότι η ΑΗ είναι πραγματικά η μια τριχοτόμος της κυρτής γωνίας ΕΑΖ, ενώ η Αη είναι τριχοτόμος της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.

Παρατήρηση.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι με το παραπάνω Θεώρημα δεν επιτυγχάνουμε λύση του κλασικού προβλήματος της «τριχοτόμησης γωνίας», καθώς η γωνία ΕΑΖ μας προκύπτει και δεν είναι δυνατό να την επιλέξουμε εμείς.

22/. ΤΡΙΧΟΤΟΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ. 
Πόρισμα 31 (Σχήμα 24).
Δύο ίσοι κύκλοι (Β,ρ),  (Δ,ρ ), τέμνονται στα σημεία  Α, Γ, για τους οποίους είναι:                                             1800>
[image: image2.wmf]Ð

ΒΑΔ>900.                                              (1).

Γράφουμε κύκλο (Α,ΑΒ) ή (Α,ρ). ο οποίος τέμνει τις ΒΓ και ΓΔ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα.
Εάν οι κύκλοι (Β,ρ) και (Δ.ρ) τέμνουν τον κύκλο (Α, ρ) στα ζεύγη των σημείων Η, η και Θ, θ (όπου Η, Θ προς το E) αντίστοιχα, τότε οι ΑΗ, ΑΘ είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΕΑΖ. ενώ οι Αη, Αθ, είναι οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.
[image: image3]
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Απόδειξη.
Παρατηρούμε ότι αν φέρουμε τις εφαπτόμενες του κύκλου (Α,ρ) στα Β και Δ και αν αυτές τέμνονται σε σημείο Λ, τότε θα μας έχει προκύψει το ειδικό ρομβοειδές της κατασκευής 29, με άξονα συμμετρίας την ΑΛ. Άρα, λόγω συμμετρίας και η τομή Γ θα ανήκει στην ΑΛ. 

Επειδή προφανώς είναι:                   ΘΔ=Δθ=ρ.                                           (2).

και σύμφωνα με τις σχετικές αποδείξεις της κατασκευής 29 (συνημμένο μου 

302), η ΑΘ είναι πραγματικά η μια τριχοτόμος της κυρτής γωνίας ΕΑΖ, ενώ η Αθ είναι η μια τριχοτόμος της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.

Με όμοιο ακριβώς τρόπο αποδεικνύουμε και ότι η ΑΗ είναι πραγματικά

η άλλη τριχοτόμος της κυρτής γωνίας ΕΑΖ, ενώ η Αη είναι η άλλη τριχοτόμος της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.

Παρατήρηση.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι με το παραπάνω Θεώρημα δεν επιτυγχάνουμε λύση του κλασικού προβλήματος της «τριχοτόμησης γωνίας», καθώς η γωνία ΕΑΖ μας προκύπτει και δεν είναι δυνατό να την επιλέξουμε εμείς.

3/. ΤΡΡΙΧΟΤΟΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ. 
Πόρισμα 32 (Σχήμα 25).
Γράφουμε κύκλο (Α,ΑΒ) ή (Α,ρ) και ορίζουμε σημείο του Δ, για το  οποίο είναι:
                                                         1800>
[image: image4.wmf]Ð

ΒΑΔ>900.                                     (1).                                                                                                                                                                                                                                                  

  Ορίζουμε, το συμμετρικό Γ του Α ως προς ΒΔ και τις τομές Ε, Ζ των ΒΓ και ΓΔ με τον κύκλο (Α.ρ), αντίστοιχα.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

Εκατέρωθεν της ΑΒ κατασκευάζουμε γωνίες 600 ΒΑΗ, ΒΑη και εκατέρωθεν της ΑΔ κατασκευάζουμε, γωνίες 600 ΔΑΘ, ΔΑθ (τα Η, Θ προς το μέρος του Ε)
Να αποδειχθεί ότι οι ΑΗ, ΑΘ είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΕΑΖ. ενώ οι 
Αη, Αθ, είναι οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.                                                                                                                                                   
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Απόδειξη, Τρόπος 1.
Παρατηρούμε ότι αν φέρουμε τις εφαπτόμενες του κύκλου (Α,ρ) στα Β και Δ και αν αυτές τέμνονται σε σημείο Λ, τότε θα μας έχει προκύψει το ειδικό ρομβοειδές της κατασκευής 29, με άξονα συμμετρίας την ΑΛ. Άρα, λόγω συμμετρίας και η τομή Γ θα ανήκει στην ΑΛ. 

Επειδή προφανώς είναι: 

ΘΔ=Δθ=ρ,                        (2).

σύμφωνα με τις σχετικές αποδείξεις της κατασκευής 29 (συνημμένο μου 302), η ΑΘ είναι η μια τριχοτόμος της κυρτής γωνίας ΕΑΖ, ενώ η Αθ είναι πραγματικά η μια τριχοτόμος της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.

Με όμοιο ακριβώς τρόπο αποδεικνύουμε και ότι η ΑΗ είναι πραγματικά η άλλη τριχοτόμος της κυρτής γωνίας ΕΑΖ, ενώ η Αη είναι η άλλη τριχοτόμος της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.

Απόδειξη, Τρόπος 2.
Απόδειξη από Mihalis_Lambrou, καθηγητού μαθηματικών του Πανεπιστημίου Κρήτης.           Τετ. Νοέμ. 17, 2021 11:52 pm. 

Το θέμα είναι αρκετά απλό (μία γραμμή). Έχουμε: 
 
[image: image5.wmf]Ð

ΗΑΖ= 600 - 
[image: image6.wmf]Ð

ΖΑΒ =600 - 2
[image: image7.wmf]Ð

ΒΔΖ =600 - 
[image: image8.wmf]Ð

ΑΔΖ =
[image: image9.wmf]Ð

ΘΔΖ=1/2
[image: image10.wmf]Ð

ΘΑΖ ,                                                                                                                                                       
 όπως θέλαμε. Από συμμετρία τα υπόλοιπα.
Παρατηρήσεις.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι:

α/. Με το παραπάνω Θεώρημα δεν επιτυγχάνουμε λύση του κλασικού προβλήματος της «τριχοτόμησης γωνίας», καθώς η γωνία ΕΑΖ μας προκύπτει και δεν είναι δυνατό να την επιλέξουμε εμείς.

β/. Η γωνία ΕΑΖ μπορεί να είναι οποιαδήποτε, αφού όταν μεταβάλλεται η γωνία ΒΑΔ μεταβάλλεται και η γωνία ΕΑΖ.
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15. ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ
Μετά από όλα τα παραπάνω, προκύπτουν τα ακόλουθα γενικά συμπεράσματα:

α. Με τη χρήση των Μηχανισμών της εργασίας αυτής, εύκολα προκύπτει ότι δυστυχώς δεν λύνεται το γνωστό από την αρχαιότητα, άλυτο πρόβλημα της τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας, που εμείς επιλέγουμε, ή μας τη δίνουν.

β. Με τον Μηχανισμό Μπαρτζόπουλου, και τους άλλους μηχανισμούς που παραπάνω αναπτύξαμε με την έρευνα αυτή, είναι δυνατή η τριχοτόμηση οποιασδήποτε γωνίας, αρκεί αυτή να έχει προκύψει από κάποιον από τους παραπάνω μηχανισμούς και όχι από δική μας τυχαία επιλογή, ή που μας την έχουν δώσει.

γ. Επειδή με τους παραπάνω μηχανισμούς δε λύνεται το Πρόβλημα τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας, γι’ αυτό και για να επιτύχουμε τούτο, πιστεύω ότι πρέπει να επιτύχουμε να επιλέγουμε εμείς τις γωνίες που θέλουμε να τριχοτομήσουμε, με μηχανισμό ανάλογο με εκείνους τους παραπάνω μηχανισμούς, τριχοτόμησης γωνιών. Για να επιτευχθεί τούτο πιστεύω ότι πρέπει να 
ερευνηθεί, αν μπορεί να γίνει κατάλληλος σχετικός προγραμματισμός για υπολογιστή.

Επομένως, η όλη προσπάθειά μας και έρευνα, πρέπει να στραφεί προς την κατεύθυνση αυτή.

Για παράδειγμα, αν μπορέσουμε να προγραμματίσουμε έτσι ώστε ο υπολογιστής να μας βρίσκει το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου η γωνία ΒΑΔ, του σχήματος 2, είναι ίση με τυχαία γωνία τ την οποία θέλουμε να τριχοτομήσουμε, τότε θα είχαμε επιτύχει να λύσουμε το άλυτο Πρόβλημα της τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας (τα μήκη των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, δε μας 
ενδιαφέρουν).

Τούτο όμως πιστεύω ότι δεν είναι δυνατό να γίνει, γιατί τότε είναι πολύ πιθανόν να μας ζητηθεί πχ η γωνία Β, που είναι ίση με 600 - 
[image: image11.wmf]∠

ΒΑΔ/3 ή με 600 - τ/3 [Παρατήρηση (β) του Θεωρήματος 1, σελίδα 8]. Δηλαδή για να κατασκευάσουμε τη γωνία Β, πρέπει να μπορούμε να τριχοτομήσουμε τη γωνία ΒΑΔ που μας δίνεται, Πρόβλημα το οποίο όμως είναι και το ζητούμενο,

Πάντως τούτο είναι ένα σημαντικότατο Πρόβλημα, το οποίο πρέπει να απασχολήσει τους προγραμματιστές υπολογιστών.
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δ. Από τη μελέτη του νέου Θεωρήματος 3, που αναφέρεται σε ειδικό τρίγωνο 
(Σχήμα 3), μας προέκυψε και η ερμηνεία της εικασίας Μπαρτζόπουλου, η οποία και αναφέρεται στην παράγραφο (δ) του Θεωρήματος 3 (σελίδα 20).

Αν λάβουμε υπόψη μας τα Θεωρήματα 3 και 5, τότε βγαίνει και το εξής Γενικό Συμπέρασμα:

Σε όποιο σχήμα έχει προκύψει ή υπάρχει ειδικό τρίγωνο ΑΒΓ (Σχήμα 3), με τις ιδιότητες του Θεωρήματος 3, τότε η γωνία του Α τριχοτομείται με κανόνα και διαβήτη (κατασκευή 4) και σε όποιο σχήμα έχει προκύψει ή υπάρχει ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ (Σχήμα 4), με τις ιδιότητες του Θεωρήματος 5, τότε η γωνία του Α τριχοτομείται με κανόνα και διαβήτη (κατασκευή 6).

16. ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
Από τη μελέτη-έρευνα αυτή, προέκυψαν 31 σημαντικά Θεωρήματα, Προτάσεις και Προβλήματα, στα οποία, άμεσα ή έμμεσα, υπεισέρχεται η εικασία
 (ο «ΙΟΣ») Μπαρζόπουλου.
Ομολογώ ότι από την εργασία αυτή, έμαθα και εγώ πολλά και ευχαριστώ τον κ. Μπαρτζόπουλο, γι’ αυτό, παρά τον τόσο κόπο και χρόνο που διέθεσα.

Θεωρώ ότι η μελέτη – έρευνα αυτή είναι πολύ σημαντική και ότι όποιος μελετήσει την εργασία αυτή σε βάθος, θα απολαύσει τη μαγεία της Γεωμετρίας και θα βρει πολλά νέα στοιχεία Γεωμετρίας, τα οποία μέχρι τώρα ήταν κριμένα.

Στην παραπάνω εργασία-έρευνα υπάρχουν πολλές και μεγάλες προκλήσεις και εργαλεία, στα οποία μπορούν οι ενδιαφερόμενοι να βασισθούν, αν επιθυμούν να επεκτείνουν την εργασία αυτή και να αποδείξουν ότι η Γεωμετρία είναι εδώ επεκτείνεται και ανανεώνεται σε πείσμα των εχθρών της.
Παρατηρήσεις. 
(α). Η έρευνα αυτή θα μπορούσε να είχε γίνει σε πολύ λιγότερο χρόνο, αλλά με βρήκε επάνω σε πολλές σημαντικές και επείγουσες υποχρεώσεις μου, από τον χρόνο των οποίων έκλεψα, για να την ολοκληρώσω.

(β). Από όσα μέχρι τώρα γνωρίζω, η όλη εργασία αυτή σαν ηλεκτρονικό άρθρο, αλλά και σαν επινόηση, πιστεύω ότι είναι Πρωτοποριακή και Πρωτοεμφανίζεται εδώ. 
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