(Συνημμένο 285).
ΠΛΗΡΗΣ ΜΕΛΕΤΗ-ΕΡΕΥΝΑ ΕΙΚΑΣΙΑΣ ΑΠΟΣΤΟΛΟΥ ΜΠΑΡΤΖΟΠΟΥΛΟΥ
Άρθρο σε ηλεκτρονική μορφή, από το Νίκο Δ. Κυριαζή
                                                       (Γεωμέτρη - Ερευνητή).

1. ΠΡΟΛΟΓΟΣ - ΙΣΤΟΡΙΚΟ.
Ο κ. Μπαρτζόπουλος που δεν είναι Μαθηματικός, αλλά φανατικός φίλος της Γεωμετρίας, με τη χρήση της Georgebra, σε σχήματα που δημιούργησε, με μετρήσεις ακρίβειας που πραγματοποίησε με πρακτικό τρόπο, εντόπισε γωνίες τριχοτομημένες.
Επειδή ο ίδιος γνωρίζει λίγα από την Ευκλείδεια Γεωμετρία, τα παραπάνω σχήματά του ανάρτησε, στον ιστότοπο mathematica.gr και ζητούσε να του δοθεί κάποια σχετική εξήγηση.
Επειδή οι εξηγήσεις που του δόθηκαν δεν τον ικανοποίησαν, μου ζήτησε τηλεφωνικά, να έλθει από την Αθήνα στην οικία μου στη Θεσσαλονίκη, για να μου εκθέσει τον προβληματισμό του.
Η συνάντηση αυτή πραγματοποιήθηκε και με βάση τα σχήματά του, δια μόρφωσα την εικασία του κ. Απόστολου Μπαρτζόπουλου, με μια πρώτη προσέγγισή μου, σε Θεώρημα με την απόδειξή του (Θεώρημα 1, παρακάτω), το οποίο φίλοι του mathematica, ονόμασαν Θεώρημα Μπαρτζόπουλου-Κυριαζή.
Στη συνέχεια, επειδή το θέμα αυτό με εντυπωσίασε, το μελέτησα, το ερεύνησα σε βάθος προκειμένου να το αναδείξω και να εντοπίσω:
--Την ερμηνεία του.
--Αν με βάση αυτό, είναι δυνατή η λύση του άλυτου Προβλήματος της τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας.
--Αν κάτι άλλο σημαντικό συμβαίνει ή ήθελε προκύψει.
Έτσι, στην μελέτη που ακολουθεί, έδωσα απαντήσεις στις παραπάνω 
ανησυχίες μου, ενώ μου προέκυψαν και πολλά σχετικά νέα και πρωτόγνωρα 
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Θεωρήματα και Κατασκευές.
Συνεπώς, αν μελετήσει ο ενδιαφερόμενος  μελετητής και φίλος της Γεωμετρίας, όλα τα παρακάτω, θα έχει την ευκαιρία να γνωρίσει σε βάθος και να έχει μια πλήρη εικόνα και ερμηνεία της παραπάνω εικασίας και θα διαπιστώσει ότι η όλη εργασία αυτή, είναι πραγματικά Πρωτοποριακή αλλά και Πρωτοεμφανίζεται εδώ.
Η εικασία και τα σχετικά σχήματά της, όπως έχουν δοθεί από τον κ. Μπαρτζόπουλο, έχουν αναρτηθεί
 ΕΔΩ: http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=62&t=51135.με τίτλο «Χαρακτηρισμός Γωνίας».
2. ΔΙΑΜΟΡΦΩΣΗ ΕΙΚΑΣΙΑΣ ΤΟΥ ΑΠΟΣΤΟΛΟΥ ΜΠΑΡΤΖΟΠΟΥΛΟΥ ΣΕ ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΑΙ Η ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ.
Πρώτη Προσέγγιση. 
Θεώρημα 1 (Σχήμα 1) 

Δίνεται τυχαίο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image1.wmf]∠

ΒΑΓ=1L) και  το μέσον Μ της ΒΓ.

Γράφουμε τον κύκλο (Α,ΑΜ) ή (α), ο οποίος επανατέμνει  την ΒΓ στο Δ. 
Αν η ΑΚ [Όπου Κ
[image: image2.wmf]∈

(α)], είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ και Ζ είναι η προβολή του Κ στην ΒΓ, τότε το Ζ είναι το μέσο του ΒΔ, και αντίστροφα, 

αν υψώσουμε την κάθετη στο μέσον Ζ της ΔΒ, η οποία τέμνει τον κύκλο (α) στο Κ, να αποδειχθεί ότι η ΑΚ, είναι μια τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΒ (Το Θεώρημα αυτό αληθεύει και με την κάθετη στο μέσον Ζ1 της ΔΓ, που τότε αυτή τέμνει τον κύκλο (α) στο Κ1 και η ΑΚ1, είναι μια τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΓ).

(α). Απόδειξη.

1/. Ευθύ.

Έστω ότι το Δ βρίσκεται μεταξύ των Β και Μ (Εύκολη περίπτωση).

Γράφουμε τον κύκλο (Μ, ΜΑ) ή (μ), ο οποίος προφανώς θα περνά από τα Α, Β, Γ. Αν το μικρό τόξο ΒΑ του κύκλου (μ) τέμνει τον κύκλο (α) σε σημείο Ε, τότε το τρίγωνο ΑΕΜ θα είναι προφανώς ισόπλευρο (Έχει ίσες όλες τις πλευρές του) 

και το τρίγωνο ΜΒΕ ισοσκελές (ΜΒ=ΜΕ).

Αφού η ΑΚ είναι τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ (υπόθεση) και αν 
[image: image3.wmf]∠

ΔΑΚ=φ, 
[image: image4.wmf]∠

ΚΑΒ=χ, θα είναι:                                        
[image: image5.wmf]∠

ΔΑΚ=2
[image: image6.wmf]∠

ΚΑΒ ή φ=2χ.          (1).
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[image: image7]
Επίσης, αν ΑΚ1 [όπου Κ1
[image: image8.wmf]∈

(α)] είναι η μία τριχοτόμος και της γωνίας ΓΑΔ, τότε θα είναι:                                          
[image: image9.wmf]∠

ΔΑΚ1=2
[image: image10.wmf]∠

Κ1ΑΓ.                                    (2).

Έτσι, επειδή αληθεύουν οι (1) και (2) θα είναι και: 
[image: image11.wmf]∠

ΚΑΚ1=
[image: image12.wmf]∠

ΔΑΚ+
[image: image13.wmf]∠

ΔΑΚ1= 
[image: image14.wmf]3

2

(
[image: image15.wmf]∠

ΔΑΒ+
[image: image16.wmf]∠

ΔΑΓ)= 
[image: image17.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]∠

ΒΑΓ=
[image: image19.wmf]3

2

.900=600, ή 
[image: image20.wmf]∠

ΚΑΚ1=600.                            (3).

Άρα και το τρίγωνο ΑΚΚ1 είναι ισόπλευρο, αφού είναι και ΑΚ=ΑΚ1.

Επομένως, επειδή και το τρίγωνο ΑΕΜ είναι ισόπλευρο, προκύπτει ότι: 
[image: image21.wmf]∠

ΕΑΜ=
[image: image22.wmf]∠

ΚΑΚ1=600 ή 
[image: image23.wmf]∠

ΕΑΜ-
[image: image24.wmf]∠

ΚΑΜ= 
[image: image25.wmf]∠

ΚΑΚ1-
[image: image26.wmf]∠

ΚΑΜ 

                                                   
[image: image27.wmf]⇒

 
[image: image28.wmf]∠

ΕΑΚ=
[image: image29.wmf]∠

ΜΑΚ1,                                       (4).

(Στροφή του τριγώνου ΑΚΚ1 κατά γωνία ΜΑΚ1, περί το Α).
Αν ΑΤ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ, τότε 
[image: image30.wmf]∠

ΔΑΤ=
[image: image31.wmf]∠

ΤΑΜ=ω,              (5).
και άρα ω=
[image: image32.wmf]∠

ΤΑΜ=
[image: image33.wmf]∠

ΤΑΓ-
[image: image34.wmf]∠

ΜΑΓ=
[image: image35.wmf]∠

Β-
[image: image36.wmf]∠

Γ= ή ω=
[image: image37.wmf]∠

Β=
[image: image38.wmf]∠

Γ.                         (6).
Επομένως 
[image: image39.wmf]∠

Γ=
[image: image40.wmf]∠

ΒΑΤ=ω+φ+χ=
[image: image41.wmf]∠

Β-
[image: image42.wmf]∠

Γ+
[image: image43.wmf]2

3

φ ή 
[image: image44.wmf]∠

Γ=
[image: image45.wmf]∠

Β-
[image: image46.wmf]∠

Γ+
[image: image47.wmf]2

3

.φ, ή 
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                                                   φ=
[image: image48.wmf]3

4



 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]∠

Γ- 
[image: image50.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf]∠

Β.                                           (7).

Έτσι, από τις (6), (7) 
[image: image52.wmf]⇒

 
[image: image53.wmf]∠

TAK=φ+ω=
[image: image54.wmf]3

4



 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]∠

Γ- 
[image: image56.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]∠

Β+
[image: image58.wmf]∠

Β-
[image: image59.wmf]∠

Γ, οπότε μετά και τις σχετικές πράξεις, θα είναι: 
                      
[image: image60.wmf]∠

ΤΑΚ=φ+ω=
[image: image61.wmf]3

1

(
[image: image62.wmf]∠

Β+
[image: image63.wmf]∠

Γ)=
[image: image64.wmf]3

1

900=3001 ή 
[image: image65.wmf]∠

ΤΑΚ=300,             (8).
και λόγω της (3), θα είναι και:                    
[image: image66.wmf]∠

ΤΑΚ1=300.                              (9).
Επομένως είναι και: 

         
[image: image67.wmf]∠

ΜΑΚ1=300-ω=
[image: image68.wmf]∠

ΤΑΚ-
[image: image69.wmf]∠

ΔΑΤ=
[image: image70.wmf]∠

ΔΑΚ=φ 

ή 
[image: image71.wmf]∠

ΜΑΚ1=
[image: image72.wmf]∠

ΔΑΚ=φ,              ή    
[image: image73.wmf]∠

ΜΑΚ1=φ.                                               (10).
Άρα, από τις (4), (10) 
[image: image74.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image75.wmf]∠

ΕΑΚ=
[image: image76.wmf]∠

ΜΑΚ1=φ=
[image: image77.wmf]∠

ΔΑΚ ή 
[image: image78.wmf]∠

ΕΑΚ=
[image: image79.wmf]∠

ΔΑΚ.        (11)
Από τις (11) 
[image: image80.wmf]⇒

 ότι η ΑΚ είναι μεσοκάθετη στο ΔΕ και άρα ΕΚ=ΚΔ.          (12).
Ακόμη, εύκολα βρίσκουμε και ότι : 
[image: image81.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]∠

ΕΑΔ=
[image: image83.wmf]∠

ΕΜΔ=
[image: image84.wmf]∠

ΕΜΒ= φ.             (13)
Επίσης είναι:      
[image: image85.wmf]∠

ΔΜΚ=
[image: image86.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image87.wmf]∠

ΚΑΔ=
[image: image88.wmf]∠

ΒΑΚ= χ=
[image: image89.wmf]2

1

φ ή   
[image: image90.wmf]∠

ΔΜΚ = 
[image: image91.wmf]2

1

φ.       (14).

Από τις (13), (14) 
[image: image92.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]∠

ΔΜΚ = 
[image: image94.wmf]2

1

φ=
[image: image95.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]∠

ΕΜΔ ή 
[image: image97.wmf]∠

ΔΜΚ =
[image: image98.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image99.wmf]∠

ΕΜΔ.               (15)
Δηλαδή η ΜΚ είναι διχοτόμος της γωνίας ΕΜΔ ή της ΕΜΒ και επειδή ΕΜ=ΜΒ, η ΜΚ θα είναι μεσοκάθετη στην ΒΕ, οπότε ΒΚ=ΚΕ και λόγω της (12), θα είναι ΒΚ=ΚΔ. Άρα η κάθετη ΚΖ στην ΒΔ, θα είναι μεσοκάθετη, ή ότι το Ζ είναι μέσον της ΒΔ.
2/. Αντίστροφο.

α/. Πρώτος τρόπος (Με άτοπο απαγωγή).
Αν η ΑΚ δεν είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ και τριχοτόμος είναι η ΑΚ′ 
[Κ′
[image: image100.wmf]∈

(α)], τότε σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ η κάθετη Κ′Ζ′ (Ζ′
[image: image101.wmf]∈

ΒΔ), θα είναι 
μεσοκάθετη στο ΒΔ, ή το Ζ′ θα ήταν μέσο του ΒΔ. 

Αλλά, ως μέσο του ΒΔ έχουμε ορίσει το Ζ, οπότε το ΒΔ θα έχει δύο μέσα, που είναι άτοπο.

Φθάσαμε σε άτοπο, γιατί λάβαμε ότι η ΑΚ δεν είναι τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ. Τούτο σημαίνει ότι, η ΑΚ είναι πραγματικά τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ.
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β/. Δεύτερος τρόπος (Αναλυτικός).
Έστω ότι το Δ βρίσκεται μεταξύ των Β και Μ (Εύκολη περίπτωση).

Γράφουμε τον κύκλο (Μ, ΜΑ) ή (μ), ο οποίος προφανώς θα περνά από τα Α, Β, Γ. Αν το μικρό τόξο ΒΑ του κύκλου (μ) τέμνει τον κύκλο (α) σε σημεία Ε, τότε το τρίγωνο ΑΕΜ θα είναι προφανώς ισόπλευρο (έχει ίσες όλες τις πλευρές του) 

και το τρίγωνο  ΜΒΕ ισοσκελές (ΜΒ=ΜΕ). Ισοσκελές επίσης είναι και το τρίγωνο ΑΔΕ (ΑΔ=ΑΕ).

Επομένως, αν Ι είναι το αντιδιαμετρικό του Κ, τότε η 
[image: image102.wmf]∠

ΕΙΜ=300.
Εξάλλου, αν Κ′ είναι το μέσον του τόξου ΔΚΕ τότε η διχοτόμος της 
[image: image103.wmf]∠

ΒΜΕ θα 
περνά από το Κ′ και θα είναι κάθετη στο μέσον Η της ΒΕ.

Επίσης και η ΑΚ′ θα είναι διχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ και κάθετη στο μέσον Θ της ΔΕ.

Έτσι, αφού στο τρίγωνο ΒΔΕ οι ΑΚ′ και ΔΚ′ είναι μεσοκάθετοι των πλευρών του ΔΕ και ΒΕ αντίστοιχα, το Κ′ θα είναι το περίκεντρο του τριγώνου ΒΔΕ. Επομένως και η μεσοκάθετη στην πλευρά του ΒΔ θα περνά από το Κ′, το οποίο Κ′ ανήκει στον κύκλο (α). Αλλά από την υπόθεση έχει ληφθεί ότι αυτή τέμνει των κύκλο (α) στο Κ. Τούτο σημαίνει ότι Κ≡Κ′. 
Άρα και ΑΚ≡ΑΚ′, ή ότι 
[image: image104.wmf]∠

ΕΑΚ = 
[image: image105.wmf]∠

ΚΑΔ=φ.                                                       (1).

Ακόμη, επειδή ΒΚ=ΚΕ και αν η ΜΚ τέμνει την ΒΕ στο Η, τότε από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΜΚΕΙ θα είναι 
[image: image106.wmf]∠

ΜΙΕ=
[image: image107.wmf]∠

ΕΚΗ =
[image: image108.wmf]∠

ΗΚΒ=300, οπότε 
[image: image109.wmf]∠

ΕΚΒ=600 (καθώς ΒΚ=ΚΕ και ΚΗ μεσοκάθετη στη ΒΕ) και άρα το τρίγωνο ΒΕΚ είναι ισόπλευρο.

Επομένως, επειδή ΑΕ=ΑΚ και ΒΚ=ΒΕ, θα είναι 
[image: image110.wmf]∠

 ΕΑΒ=
[image: image111.wmf]∠

ΒΑΚ=χ,

                                 ή 
[image: image112.wmf]∠

 ΕΑΒ+
[image: image113.wmf]∠

ΒΑΚ=
[image: image114.wmf]∠

 ΕΑΚ=2
[image: image115.wmf]∠

ΒΑΚ=2χ.                            (2).

Συνεπώς, από τις σχέσεις (1) και (2) 
[image: image116.wmf]⇒

 
[image: image117.wmf]∠

ΔΑΚ=2
[image: image118.wmf]∠

ΚΑΒ ή φ=2χ.                   (3).

Η σχέση (3) φανερώνει ότι η ΑΚ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας 
ΒΑΔ. 
(Η απόδειξη για την τριχοτόμο ΑΚ1, γίνεται όπως παραπάνω).

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι το Θεώρημα 1, αληθεύει και όταν το Κ
[image: image119.wmf]∈

στο τόξο ΕΡΔ, που τότε η ΟΚ είναι μία τριχοτόμος της μη κυρτής γωνίας ΒΑΔ.
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(β) Διερεύνηση.

Αν η ΑΒ τέμνει τον κύκλο (α) στα Ξ (μικρό τόξο ΕΚ) και Ρ (μεγάλο τόξο ΕΚ) και ΑΓ τέμνει τον κύκλο (α) στα Λ (ημικύκλιο ΞΚΡ) και Π (ημικύκλιο ΞΕΡ), τότε έχουμε αποδείξει ότι το Θεώρημα αυτό αληθεύει και όταν το Δ ανήκει σε οποιοδήποτε σημείο του τόξου ΠΞΛΡ του κύκλου (α). Η λεπτομερής διερεύνηση δίνεται παρακάτω, με περιγραφικό κατά το δυνατό τρόπο, αποφεύγοντας τη δημιουργία των εννέα σχημάτων, που απαιτούνται:

1/, Αν ΑΓ>ΑΒ>ΑΜ, τότε έχουμε το σχήμα 1 όπου, τα Β και Γ θα βρίσκονται εκτός του κύκλου (α), τα σημεία, Δ, Ζ, Ζ1 Τ, βρίσκονται εντός της πλευράς ΒΓ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, ότι είναι οξείες, των οποίων 

όπως παραπάνω αποδείχθηκε, τριχοτόμοι είναι οι ΑΚ και ΑΚ1, αντίστοιχα.
2/. Αν ΑΓ>ΑΜ>ΑΒ, τότε, τα Β και Γ θα βρίσκονται εντός και εκτός αντίστοιχα του κύκλου (α), τα Δ, Ζ θα βρίσκονται στην προέκταση της πλευράς ΒΓ προς το Β, τα Τ, Ζ1 εντός της ΒΓ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, ότι είναι οξεία και αμβλεία, αντίστοιχα, των οποίων τριχοτόμοι θα είναι οι ΑΚ και ΑΚ1, αντίστοιχα.
3/. Αν ΑΓ>ΑΜ=ΑΒ, τότε, το Γ θα βρίσκεται εκτός του κύκλου (α), θα είναι 

Δ≡Ζ≡Ξ≡Κ≡Ε≡Β, Μ≡Ζ1≡Κ1 και ΑΜ≡ΑΖ1≡ΑΚ1, οπότε η ΑΜ≡ΑΚ1, είναι η μία τριχοτόμος της ορθής γωνίας ΒΑΓ≡ΔΑΓ (η ΑΒ≡ΑΞ≡ΑΚ μπορεί να θεωρηθεί ως η τριχοτόμος της μηδενικής γωνίας ΒΑΔ).
4/ Στην ειδική περίπτωση που ΑΒ=ΑΓ τότε ΑΜ<ΑΒ=ΑΓ, οπότε τα Β, Γ θα βρίσκονται εκτός του κύκλου (α), τα Δ, Ζ, Ζ1, Τ θα βρίσκονται εντός της πλευράς ΒΓ, θα είναι και Δ≡Μ≡Τ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ θα είναι ίσες με 450, ενώ οι ΑΚ και ΑΚ1 θα είναι τριχοτόμοι τούτων, αντίστοιχα.
5/, Αν ΑΒ>ΑΓ>ΑΜ, τότε θα έχουμε ανάλογο σχήμα με το σχήμα 1 όπου, τα Β και Γ θα βρίσκονται εκτός του κύκλου (α), τα σημεία, Δ, Ζ, Ζ1 Τ, βρίσκονται εντός της πλευράς ΒΓ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, ότι είναι οξείες, των οποίων τριχοτόμοι είναι οι ΑΚ και ΑΚ1, αντίστοιχα.
6/. Αν ΑΒ>ΑΜ>ΑΓ, τότε, τα Β και Γ θα βρίσκονται εκτός και εντός αντίστοιχα του κύκλου (α), τα Δ, Ζ1 θα βρίσκονται στην προέκταση της πλευράς ΒΓ προς το Γ, τα Τ, Ζ εντός της ΒΓ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, 
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ότι είναι αμβλεία και οξεία αντίστοιχα, των οποίων τριχοτόμοι θα είναι οι ΑΚ και ΑΚ1, αντίστοιχα.
7/. Αν ΑΒ>ΑΜ=ΑΓ, τότε, το Β θα βρίσκεται εκτός του κύκλου (α), θα είναι 

Δ ≡Ζ1≡Λ≡Κ1≡Ε′≡Γ, Μ≡Ζ≡Κ και ΑΜ≡ΑΖ≡ΑΚ, οπότε η ΑΜ≡ΑΚ,  είναι η μία τριχοτόμος της ορθής γωνίας ΒΑΓ≡ΒΔ, (η ΑΓ≡ΑΛ≡ΑΚ1, μπορεί να θεωρηθεί ως η τριχοτόμος της μηδενικής γωνίας ΔΑΓ).

8/. Στην ακραία περίπτωση που ΑΒ=με το μηδέν, τότε το Β≡Α≡Τ, Δ≡Π, Μ≡Λ το Ζ θα είναι το μέσο της ΑΠ≡ΒΔ, το Ζ1 το μέσο της ΓΔ≡ΓΠ ή της ΑΛ,  το τρίγωνο 

ΚΑΠ≡ΚΒΔ είναι ισόπλευρο, οπότε ΔΑΚ≡ 
[image: image120.wmf]∠

ΠΑΚ=600 και 
[image: image121.wmf]∠

ΚΑΞ=300, δηλαδή η ΑΚ είναι τριχοτόμος της ορθής γωνίας 
[image: image122.wmf]∠

ΔΑΒ≡
[image: image123.wmf]∠

ΠΑΞ, καθώς το Β μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι σημείο της καθέτου ΑΞ στην ΑΓ. 

Επίσης το τρίγωνο ΑΚ1Λ είναι ισόπλευρο και άρα 
[image: image124.wmf]∠

ΓΑΚ1≡
[image: image125.wmf]∠

ΛΑΚ1=600 και
[image: image126.wmf]∠

Κ1ΑΞ=300, ή 
[image: image127.wmf]∠

ΔΑΚ1=300+900=1200 και 2
[image: image128.wmf]∠

ΚΑΚ1=2
[image: image129.wmf]∠

ΓΑΚ1=2.600=1200=
[image: image130.wmf]∠

ΠΑΚ1≡
[image: image131.wmf]∠

ΔΑΚ1, ή 


[image: image132.wmf]∠

ΔΑΚ1≡ 
[image: image133.wmf]∠

ΠΑΚ=2
[image: image134.wmf]∠

ΓΑΚ1. Δηλαδή η ΑΚ1 είναι τριχοτόμος της ευθείας πεπλατισμένης γωνίας () ΠΑΛ≡ΔΑΓ.
9/. Στην ακραία περίπτωση που ΑΓ=με το μηδέν, τότε Γ≡Α≡Τ, Δ≡Ρ, Μ≡ Ξ, το Ζ1 θα είναι το μέσο της ΑΡ≡ΓΔ, το Ζ, το μέσο της ΒΔ≡ΒΡ,  το τρίγωνο Κ1ΓΔ≡Κ1ΑΔ είναι ισόπλευρο, οπότε ΔΑΚ1≡
[image: image135.wmf]∠

ΡΑΚ1=600 και 
[image: image136.wmf]∠

Κ1ΑΛ=300, δηλαδή η ΑΚ1 είναι τριχοτόμος της ορθής γωνίας 
[image: image137.wmf]∠

ΔΑΓ≡
[image: image138.wmf]∠

ΡΑΛ, καθώς το Γ μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι σημείο της καθέτου ΑΛ στην ΑΒ. 

Επίσης το τρίγωνο ΑΚΞ είναι ισόπλευρο και άρα 
[image: image139.wmf]∠

ΒΑΚ≡
[image: image140.wmf]∠

ΞΑΚ=600 και 
[image: image141.wmf]∠

ΚΑΛ=300, ή 
[image: image142.wmf]∠

ΔΑΚ=300+900=1200 και 2
[image: image143.wmf]∠

ΚΑΚ1=2
[image: image144.wmf]∠

ΒΑΚ=2.600=1200=
[image: image145.wmf]∠

ΡΑΚ≡ 
[image: image146.wmf]∠

ΔΑΚ ή 
[image: image147.wmf]∠

ΔΑΚ≡
[image: image148.wmf]∠

ΡΑΚ=2
[image: image149.wmf]∠

ΒΑΚ. Δηλαδή η ΑΚ, είναι τριχοτόμος της ευθείας (πεπλατισμένης) γωνίας ΡΑΞ≡ΒΑΔ.
Συμπέρασμα.
Τα μέτρα των παραπάνω τριχοτομούμενων γωνιών ΒΑΔ και ΔΑΓ, κυμαίνονται από 00-1800.
Επέκταση του παραπάνω συμπεράσματος και σε γωνία >1800.

Έστω ότι για την αμβλεία γωνία αΟβ, έχει κατασκευασθεί με τον παραπάνω 
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μηχανισμό του Θεωρήματος 1, η μία τριχοτόμος της Οτ και ότι είναι:

                                     
[image: image150.wmf]∠

τΟβ=2
[image: image151.wmf]∠

τΟα ή 2
[image: image152.wmf]∠

τΟβ=4
[image: image153.wmf]∠

τΟα.                                  (1).

Γράφουμε τις συμμετρικές ημιευθείες Οτ′ και Οτ′′ της Οτ, ως προς τις Οα και Οβ, αντίστοιχα. 

Λέμε ότι η μη κυρτή γωνία τ′Οτ′′, που προέκυψε και που προφανώς είναι >1800, έχει ως μία τριχοτόμο της επίσης την Οτ και δεύτερη τριχοτόμο της, την Οβ.

Απόδειξη.

Πραγματικά θα είναι: 
    
[image: image154.wmf]∠

τΟτ′ = 2
[image: image155.wmf]∠

τΟα ή 2
[image: image156.wmf]∠

τΟτ′ = 4
[image: image157.wmf]∠

τΟα και 
[image: image158.wmf]∠

τΟτ′′=2
[image: image159.wmf]∠

τΟβ.                             (2).

Έτσι, η σχέση (1), λόγω των (2), γίνεται:             
[image: image160.wmf]∠

τΟτ′′ =2
[image: image161.wmf]∠

τΟτ′.               (3).

Η (3) σημαίνει ότι η Οτ είναι τριχοτόμος και της μη κυρτής 
[image: image162.wmf]∠

τ′Οτ′′.

Επειδή, από τα παραπάνω, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι και: 2
[image: image163.wmf]∠

τ′′Οβ=2
[image: image164.wmf]∠

τΟβ=
[image: image165.wmf]∠

τΟβ+2
[image: image166.wmf]∠

τΟα=
[image: image167.wmf]∠

τΟβ+
[image: image168.wmf]∠

τΟτ′=
[image: image169.wmf]∠

τ′Οβ ή 2
[image: image170.wmf]∠

βΟτ′′ = 
[image: image171.wmf]∠

βΟτ′, δηλαδή η Οβ θα είναι πραγματικά η δεύτερη τριχοτόμος της μη κυρτής 
[image: image172.wmf]∠

τ′Οτ′′. 

Συνεπώς, τα μέτρα των όπως παραπάνω τριχοτομούμενων γωνιών, μπορεί να είναι και >1800.
Παρατηρήσεις.

(α). Είναι προφανές, ότι το παραπάνω Θεώρημα, δεν επιλύει το γνωστό 
Πρόβλημα της τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας, που έχει αποδειχθεί ότι είναι αδύνατο να επιλυθεί με κανόνα και διαβήτη, καθώς οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ προκύπτουν από τον  Μηχανισμό του Θεωρήματος 1 και δεν είναι δυνατό να προ κατασκευαστούν, ή να είναι ίσες με δοθείσες γωνίες, που θέλει το γνωστό μας άλυτο Πρόβλημα της τριχοτόμησης δοθείσης τυχαίας γωνίας.

(β). Για να είναι δυνατό να καθορίσουμε εμείς το μέγεθος της γωνίας ΒΑΔ, επειδή αυτή συνδέεται με τη γωνία Β του ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ, πρέπει να μπορούμε να κατασκευάσουμε τη γωνία Β, η οποία έχουμε αποδείξει ότι 

για τη παραπάνω περίπτωση της υποπαραγράφου 1/, είναι:

                                               
[image: image173.wmf]∠

Β=600-
[image: image174.wmf]∠

ΒΑΔ/3.                                              

Δηλαδή, για να κατασκευάσουμε τη γωνία Β, πρέπει να μπορούμε να τρχοτομήσουμε την τυχαία γωνία ΒΑΔ, που μας δίνεται, Πρόβλημα το οποίο ως γνωστό δεν είναι δυνατό να λυθεί (εκτός από ορισμένες ειδικές γωνίες).
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Έτσι, για παράδειγμα, αν θέλουμε να είναι 
[image: image175.wmf]∠

ΒΑΔ=300, θα πρέπει να είναι 
[image: image176.wmf]∠

Β=600-300/3=500. Βέβαια τούτο μας εξυπηρετεί μόνο για πρακτική χρήση, καθώς η γωνία των 500, δεν κατασκευάζεται.
Αν θέλουμε να είναι 
[image: image177.wmf]∠

ΒΑΔ=450 (υποπαράγραφος 4/), θα πρέπει να είναι 
[image: image178.wmf]∠

Β=600-450/3=450,, που κατασκευάζεται. Τότε προφανώς το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, οπότε 
[image: image179.wmf]∠

ΔΑΜ=00 και η ΒΓ θα είναι εφαπτομένη στον κύκλο (α).
(γ). Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι το Θεώρημα 1 αληθεύει πάντοτε και σε όλες τις παραπάνω ειδικές περιπτώσεις της παραπάνω διερεύνησης.

Δεύτερη Νέα Προσέγγιση, πολύ διαφορετική και πρακτικότερη από την πρώτη 
Θεώρημα 1α  (Σχήμα 2).

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, δύο ευθείες που περνούν από την κορυφή της ορθής γωνίας του, σχηματίζουν γωνίες 300 με το ύψος της υποτείνουσας του τριγώνου, αν και μόνο αν, οι δύο ευθείες αυτές είναι τριχοτόμοι των δύο γωνιών που σχηματίζονται κάθε φορά, από την ισοκλινή της διαμέσου της υποτείνουσας του τριγώνου και μιας από τις κάθετες πλευρές του {Μία άλλη διατύπωση του Θεωρήματος αυτού, στο τέλος των σχολίων [§ (στ)4/]}.
[image: image180]
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Απόδειξη.

(α). Ευθύ.

Έστω το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image181.wmf]∠

ΒΑΓ=900), το ύψος του ΑΤ, η διάμεσός του ΑΜ και η συμμετρική ευθεία ΑΔ της ΑΜ ως προς το ΑΤ. 
Αν ΑΡ και ΑΡ′ είναι οι τριχοτόμοι των γωνιών ΒΑΔ και ΔΑΓ αντίστοιχα, δηλαδή είναι:                 
[image: image182.wmf]∠

ΡΑΔ=2
[image: image183.wmf]∠

ΡΑΒ και 
[image: image184.wmf]∠

Ρ′ΑΔ=2
[image: image185.wmf]∠

Ρ′ΑΓ,                                (1).

τότε θα αποδείξουμε ότι είναι και:     
[image: image186.wmf]∠

ΡΑΤ=
[image: image187.wmf]∠

ΤΑΡ′=300.                          (2).

Θέτουμε όπου: 
[image: image188.wmf]∠

ΜΑΤ=
[image: image189.wmf]∠

ΤΑΔ=ω, 
[image: image190.wmf]∠

ΔΑΡ=φ και 
[image: image191.wmf]∠

ΡΑΒ=χ και επειδή χ=φ/2, ω=
[image: image192.wmf]∠

ΤΑΜ=
[image: image193.wmf]∠

ΤΑΓ-
[image: image194.wmf]∠

ΜΑΓ=
[image: image195.wmf]∠

Β-
[image: image196.wmf]∠

Γ, ή ω=
[image: image197.wmf]∠

Β-
[image: image198.wmf]∠

Γ,                                       (3).

θα είναι:  ω+φ+χ=ω+φ+φ/2=
[image: image199.wmf]∠

Β-
[image: image200.wmf]∠

Γ+
[image: image201.wmf]2

3

φ=
[image: image202.wmf]∠

ΤΑΒ=
[image: image203.wmf]∠

Γ, ή 
[image: image204.wmf]∠

Β-
[image: image205.wmf]∠

Γ+
[image: image206.wmf]2

3

φ=
[image: image207.wmf]∠

Γ, η οποία μετά τις πράξεις, γίνεται:

                                         φ=
[image: image208.wmf]3

4



 EMBED Equation.3  [image: image209.wmf]∠

Γ-
[image: image210.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image211.wmf]∠

Β.                                                   (4).

Έτσι, από τις (3), (4) παίρνουμε:   φ+ω=
[image: image212.wmf]3

4



 EMBED Equation.3  [image: image213.wmf]∠

Γ-
[image: image214.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image215.wmf]∠

Β+
[image: image216.wmf]∠

Β-
[image: image217.wmf]∠

Γ, οπότε μετά τις σχετικές πράξεις παίρνουμε:      
[image: image218.wmf]∠

ΤΑΡ= φ+ω=
[image: image219.wmf]3

1

(
[image: image220.wmf]∠

Β+
[image: image221.wmf]∠

Γ)=900/3 =300, ή 
[image: image222.wmf]∠

ΤΑΡ=300.

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και ότι:            
[image: image223.wmf]∠

ΤΑΡ′=300.
(β). Αντίστροφο. 
1/. Πρώτος τρόπος (Με άτοπο απαγωγή).
Δηλαδή, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ οι ΑΡ και ΑΡ′, είναι ευθείες που 

σχηματίζουν γωνίες 300 με το ύψος ΑΤ, τότε θα αποδείξουμε ότι αυτές αποτελούν τριχοτόμους των γωνιών ΒΑΔ και ΔΑΓ, αντίστοιχα. Δηλαδή ότι αληθεύει η σχέση (1).

Αν η ΑΡ δεν είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ και τριχοτόμος είναι η ΑΡ1 (Ρ1
[image: image224.wmf]∈

ΒΓ), τότε σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ , θα είναι: 
[image: image225.wmf]∠

Ρ1ΑΤ=300. 

Αλλά, από την υπόθεση είναι 
[image: image226.wmf]∠

ΡΑΤ=300 και οι ΑΡ, ΑΡ1 βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της ΑΤ, που είναι άτοπο.

Φθάσαμε σε άτοπο, γιατί λάβαμε ότι η ΑΡ δεν είναι τριχοτόμος της γωνίας 
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ΒΑΔ. Τούτο σημαίνει ότι, η ΑΡ είναι πραγματικά τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ.
Όμοια εργαζόμαστε και για τη γωνία ΓΑΔ.

2/. Δεύτερος τρόπος (Αναλυτικός).
Δηλαδή, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ οι ΑΡ και ΑΡ′, είναι ευθείες που 
σχηματίζουν γωνίες 300 με το ύψος ΑΤ, τότε θα αποδείξουμε ότι αυτές αποτελούν τριχοτόμους των γωνιών ΒΑΔ και ΔΑΓ, αντίστοιχα. Δηλαδή ότι αληθεύει η σχέση (1).
Με βάση την ΑΜ κατασκευάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΜΕ και ΑΜΕ′. 

Εκφράζουμε τις γωνίες ΕΑΡ και ΡΑΔ σε συνάρτηση με τη γωνία ω. Ήτοι:

            
[image: image227.wmf]∠

ΕΑΡ=
[image: image228.wmf]∠

ΜΑΡ′=
[image: image229.wmf]∠

ΤΑΡ′-
[image: image230.wmf]∠

ΜΑΤ= 300-ω,                                           (5). 

(καθώς είναι: 
[image: image231.wmf]∠

ΕΑΡ+
[image: image232.wmf]∠

ΡΑΜ=
[image: image233.wmf]∠

ΡΑΜ+
[image: image234.wmf]∠

ΜΑΡ′
[image: image235.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image236.wmf]∠

ΕΑΡ=
[image: image237.wmf]∠

ΜΑΡ′),

και            
[image: image238.wmf]∠

ΔΑΡ=
[image: image239.wmf]∠

ΤΑΡ-
[image: image240.wmf]∠

ΔΑΤ= 300-ω.                                                     (6). 

Άρα, από τις (5), (6) 
[image: image241.wmf]⇒

            
[image: image242.wmf]∠

ΕΑΡ=
[image: image243.wmf]∠

ΔΑΡ=φ.                                         (7). 

Στη συνέχεια, εκφράζουμε τις γωνίες ΒΑΡ και ΕΑΒ σε συνάρτηση με τη γωνία Γ του τριγώνου. Ήτοι:

                      
[image: image244.wmf]∠

ΒΑΡ=
[image: image245.wmf]∠

ΒΑΤ-
[image: image246.wmf]∠

ΤΑΡ=
[image: image247.wmf]∠

Γ- 300,                                             (8). 

και  
[image: image248.wmf]∠

ΕΑΒ=
[image: image249.wmf]∠

ΕΑΜ-
[image: image250.wmf]∠

ΒΑΜ= 600-
[image: image251.wmf]∠

Β=600-(900-
[image: image252.wmf]∠

Γ)=
[image: image253.wmf]∠

Γ-300.                    (9). 

Άρα, από τις (8), (9) 
[image: image254.wmf]⇒

            
[image: image255.wmf]∠

ΒΑΡ=
[image: image256.wmf]∠

ΕΑΒ=χ.                                        (10). 

Αλλά, επειδή 
[image: image257.wmf]∠

ΕΑΡ=φ [Σχέση (7)], είναι: 

                             
[image: image258.wmf]∠

ΕΑΒ+
[image: image259.wmf]∠

ΒΑΡ=2χ=
[image: image260.wmf]∠

ΕΑΡ=φ 
[image: image261.wmf]⇒

 φ=2χ.                           (11). 

Συνεπώς, από την (11) 
[image: image262.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image263.wmf]∠

ΡΑΔ=2
[image: image264.wmf]∠

ΒΑΡ.                                                 (12).

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και ότι: 
[image: image265.wmf]∠

Ρ′ΑΔ=2
[image: image266.wmf]∠

ΓΑΡ′ ή φ′=2χ′,               (13).

όπου  φ′=
[image: image267.wmf]∠

Ρ′ΑΔ και Χ′=
[image: image268.wmf]∠

ΓΑΡ′=
[image: image269.wmf]∠

ΓΑΕ′.

(γ). Επαλήθευση.

Το ότι είναι 
[image: image270.wmf]∠

ΡΑΡ′=2.300=600, επαληθεύεται και ως εξής:
Επειδή, αληθεύουν οι (12) και (13), θα είναι: 


[image: image271.wmf]∠

ΡΑΡ′=
[image: image272.wmf]∠

ΔΑΡ+
[image: image273.wmf]∠

ΔΑΡ′=
[image: image274.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image275.wmf]∠

ΒΑΔ+
[image: image276.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image277.wmf]∠

ΔΑΓ=
[image: image278.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image279.wmf]∠

ΒΑΓ=
[image: image280.wmf]3

2

.900=600, 

                                                    ή  
[image: image281.wmf]∠

ΡΑΡ′=600.
(δ). Διερεύνηση.

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι το Θεώρημα 1α αληθεύει πάντοτε και σε 
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όλες τις παρακάτω ειδικές περιπτώσεις (και εδώ, θα αποφύγουμε την κατασκευή των εννέα σχημάτων που απαιτούνται):

1/, Αν ΑΓ>ΑΒ>ΑΜ, τότε έχουμε το σχήμα 2 και τα Δ, Ρ, Ρ′, Τ βρίσκονται εντός της ΒΓ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, ότι είναι οξείες, των 

οποίων, όπως παραπάνω αποδείχθηκε, τριχοτόμοι είναι οι ΑΡ και ΑΡ′, αντίστοιχα.
2/. Αν ΑΓ>ΑΜ>ΑΒ, τότε τα Δ, Ρ θα βρίσκονται στην προέκταση της ΒΓ και προς το Β, τα Ρ′, Τ εντός της ΒΓ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, ότι είναι οξεία και αμβλεία αντίστοιχα, των οποίων, τριχοτόμοι είναι οι ΑΡ και ΑΡ′, αντίστοιχα.
3/. Αν ΑΓ>ΑΜ=ΑΒ, τότε Δ ≡Ρ≡Β, Μ≡Ρ′, ΑΜ≡ΑΡ′ και τα Ρ′, Τ θα βρίσκονται εντός της ΒΓ, οπότε η ΑΜ είναι η μία τριχοτόμος της ορθής γωνίας ΒΑΓ (Η ΑΡ≡ΑΒ≡ΑΔ μπορεί να θεωρηθεί ως τριχοτόμος της μηδενικής γωνίας ΒΑΔ).

4/ Αν ΑΒ=ΑΓ, τότε ΑΜ<ΑΒ=ΑΓ, Δ≡Μ≡Τ και τα Ρ, Δ, Ρ′, Τ θα βρίσκονται εντός της ΒΓ, οπότε οι ΑΡ και ΑΡ′, θα τριχοτομούν τις γωνίες ΒΑΤ και ΤΑΓ των 450, αντίστοιχα.

5/, Αν ΑΒ>ΑΓ>ΑΜ, τότε τα Δ, Ρ, Ρ′, Τ βρίσκονται εντός της ΒΓ (Σχήμα ανάλογο με το σχήμα 2) και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, ότι είναι οξείες, των οποίων, τριχοτόμοι είναι οι ΑΡ και ΑΡ′, αντίστοιχα.
6/. Αν ΑΒ>ΑΜ>ΑΓ, τότε τα Δ, Ρ′ θα βρίσκονται στην προέκταση της ΒΓ και προς το Γ, τα Ρ, Τ θα βρίσκονται εντός της ΒΓ και οι γωνίες ΒΑΔ και ΔΑΓ, εύκολα διαπιστώνουμε, ότι είναι αμβλεία και οξεία αντίστοιχα, των οποίων, τριχοτόμοι είναι οι ΑΡ και ΑΡ′, αντίστοιχα.

7/. Αν ΑΒ>ΑΜ=ΑΓ, τότε Γ≡Ρ′≡Δ, Μ≡Ρ, ΑΜ≡ΑΡ και τα Ρ, Τ θα βρίσκονται εντός της ΒΓ, οπότε η ΑΜ είναι η μία τριχοτόμος της ορθής γωνίας ΒΑΓ (Η ΑΡ′≡ΑΓ≡ΑΔ μπορεί να θεωρηθεί ως τριχοτόμος της μηδενικής γωνίας ΓΑΔ).

8/. Στην ακραία περίπτωση που ΑΒ=με το μηδέν, τότε Β≡Α≡Τ≡Ρ≡Ρ′, το Δ θα βρίσκεται στην προέκταση της ΑΓ προς το Α και το Μ θα βρίσκεται στο μέσον της ΑΓ. Τα Β, Τ είναι δυνατό να θεωρηθούν ότι ανήκουν στην κάθετη στην ΑΓ στο Α και τα Ρ, Ρ′ σε ευθείες που με την ΑΤ ≡ΑΒ σχηματίζουν γωνίες 300.

Έτσι, με την έννοια αυτή η 
[image: image282.wmf]∠

ΒΑΔ και η 
[image: image283.wmf]∠

ΔΑΓ είναι αντίστοιχα ορθή και ευθεία (πεπλατισμένη) γωνία, ενώ τριχοτομούνται από τις ΑΡ και ΑΡ′, καθώς 
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προφανώς είναι 
[image: image284.wmf]∠

ΔΑΡ=600,  
[image: image285.wmf]∠

ΡΑΒ=300 και 
[image: image286.wmf]∠

ΔΑΡ′=1200,  
[image: image287.wmf]∠

Ρ′ΑΓ=600.

9/. Στην ακραία περίπτωση που ΑΓ=με το μηδέν, τότε Γ≡Α≡Τ≡Ρ≡Ρ′, το Δ θα βρίσκεται στην προέκταση της ΑΒ προς το Α, το Μ θα βρίσκεται στο μέσον της 

ΑΒ. Τα Γ, Τ είναι δυνατό να θεωρηθούν ότι ανήκουν στην κάθετη στην ΑΒ στο Α και τα Ρ, Ρ′ θα ανήκουν σε ευθείες, που με την ΑΤ ≡ΑΓ σχηματίζουν γωνίες 300.

Έτσι, με την έννοια αυτή η 
[image: image288.wmf]∠

ΓΑΔ και η 
[image: image289.wmf]∠

ΔΑΒ είναι αντίστοιχα ορθή και ευθεία (πεπλατισμένη) γωνία, οι οποίες τριχοτομούνται από τις ΑΡ′ και ΑΡ αντίστοιχα, καθώς προφανώς είναι 
[image: image290.wmf]∠

ΔΑΡ′=600,  
[image: image291.wmf]∠

Ρ′ΑΓ=300 και 
[image: image292.wmf]∠

ΔΑΡ=1200,  
[image: image293.wmf]∠

ΡΑΒ=600.
Συμπέρασμα.
Τα μέτρα των παραπάνω τριχοτομούμενων γωνιών ΒΑΔ και ΔΑΓ, κυμαίνονται από 00-1800.
Επέκταση του παραπάνω συμπεράσματος και σε γωνία >1800.

Έστω ότι για την αμβλεία γωνία αΟβ, έχει κατασκευασθεί με τον παραπάνω μηχανισμό του Θεωρήματος 1α, η μία τριχοτόμος της Οτ και ότι είναι:

                                      
[image: image294.wmf]∠

τΟβ=2
[image: image295.wmf]∠

τΟα ή 2
[image: image296.wmf]∠

τΟβ=4
[image: image297.wmf]∠

τΟα.                                 (1).

Γράφουμε τις συμμετρικές ημιευθείες Οτ′ και Οτ′′ της Οτ, ως προς τις Οα και Οβ, αντίστοιχα. 

Λέμε ότι η μη κυρτή γωνία τ′Οτ′′, που προέκυψε και που προφανώς είναι >1800, έχει ως μία τριχοτόμο της επίσης την Οτ και δεύτερη τριχοτόμο της, την Οβ.

Απόδειξη.

Πραγματικά θα είναι: 
    
[image: image298.wmf]∠

τΟτ′ = 2
[image: image299.wmf]∠

τΟα ή 2
[image: image300.wmf]∠

τΟτ′ = 4
[image: image301.wmf]∠

τΟα και 
[image: image302.wmf]∠

τΟτ′′=2
[image: image303.wmf]∠

τΟβ.                               (2).

Έτσι, η σχέση (1), λόγω των (2), γίνεται:             
[image: image304.wmf]∠

τΟτ′′ =2
[image: image305.wmf]∠

τΟτ′.                 (3).

Η (3) σημαίνει ότι η Οτ είναι τριχοτόμος και της μη κυρτής 
[image: image306.wmf]∠

τ′Οτ′′.

Επειδή, από τα παραπάνω, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι και: 2
[image: image307.wmf]∠

τ′′Οβ=2
[image: image308.wmf]∠

τΟβ=
[image: image309.wmf]∠

τΟβ+2
[image: image310.wmf]∠

τΟα=
[image: image311.wmf]∠

τΟβ+
[image: image312.wmf]∠

τΟτ′=
[image: image313.wmf]∠

τ′Οβ ή 2
[image: image314.wmf]∠

βΟτ′′ = 
[image: image315.wmf]∠

βΟτ′, δηλαδή η Οβ θα είναι πραγματικά η δεύτερη τριχοτόμος της κυρτής 
[image: image316.wmf]∠

τ′Οτ′′. 

Συνεπώς, τα μέτρα των όπως παραπάνω τριχοτομούμενων γωνιών, μπορεί να είναι και >1800.
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(ε). Σχέση σχημάτων 1 και 2.
Από το Θεώρημα 1 (Σχήμα 1), αποδείχθηκε ότι:   
[image: image317.wmf]∠

ΔΑΚ=
[image: image318.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image319.wmf]∠

ΒΑΔ.           (1). 
Από το Θεώρημα 1α (Σχήμα 2), αποδείχθηκε ότι:   
[image: image320.wmf]∠

ΔΑΡ=
[image: image321.wmf]3

2



 EMBED Equation.3  [image: image322.wmf]∠

ΒΑΔ.         (2). 

Έτσι, από τις (1), (2) 
[image: image323.wmf]⇒

 
[image: image324.wmf]∠

ΔΑΚ=
[image: image325.wmf]∠

ΔΑΡ  
[image: image326.wmf]⇒

 ΑΚ≡ΑΡ                                         (3). 

και αφού 
[image: image327.wmf]∠

ΤΑΡ=300  
[image: image328.wmf]⇒

 
[image: image329.wmf]∠

ΤΑΚ=300 [Όπου Τ ορθή προβολή του Α στην ΒΓ (Σχήμα 1)].
(στ). Σχόλια.
1/. Την παραπάνω δεύτερη προσέγγιση της εικασίας του φίλου Α, Μπαρτζόπουλου την θεωρώ τελική και έτσι πιστεύω ότι θα καθιερωθεί, καθώς έτσι είναι απλή, εύκολα κατανοητή και πρακτικότερη της πρώτης, ενώ την καθιστά αποκλειστικά Θεώρημα ορθογώνιου τριγώνου.

2/. Έχουμε και αλλού αναφέρει ότι με το Θεώρημα 1α, δεν επιλύεται το Πρόβλημα της τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας που τότε, σύμφωνα με το Πρόβλημα αυτό, εμείς επιλέγουμε την γωνία, αν δε  μας δίνεται.

Εδώ τις γωνίες ΒΑΔ και ΓΑΔ, δεν μπορούμε εμείς να τις επιλέξουμε, γιατί δημιουργούνται και τριχοτομούνται με ορισμένο μηχανισμό, του Θεωρήματος 1α.

Αν λοιπόν και τις γωνίες αυτές μπορέσουμε να τις επιλέγουμε εμείς, ποιες θα είναι, με κάποιο ορισμένο άλλο ανάλογο μηχανισμό, τότε θα είχαμε επιτύχει και τη λύση του άλυτου Προβλήματος της τριχοτόμησης γωνίας. Η όλη προσπάθειά μας επομένως θα πρέπει να στραφεί προς αυτή την κατεύθυνση.

3/. Στην ειδική περίπτωση που θέλουμε πχ η γωνία ΒΑΔ στο σχήμα 2, να είναι 300, προκειμένου να την τριχοτομήσουμε, τότε εύκολα προκύπτει  ότι πρέπει 
[image: image330.wmf]∠

Β=500, 
[image: image331.wmf]∠

Γ=400 και ω=100, καθώς είναι 
[image: image332.wmf]∠

ΒΑΔ=3(600-
[image: image333.wmf]∠

Β) και ω=2
[image: image334.wmf]∠

Β-900, αλλά τότε ούτε μία από τις γωνίες Β, Γ, ω, δεν κατασκευάζεται με κανόνα και διαβήτη , οπότε και το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ δεν κατασκευάζεται και άρα η προεπιλογή της 
[image: image335.wmf]∠

ΒΑΔ=600, είναι αδύνατη.
4/ Μία άλλη διατύπωση του Θεωρήματος 1α είναι:

-15-

«Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο , μία κορυφή και η απέναντί της πλευρά ισοπλεύρου τριγώνου συμπίπτουν, με την κορυφή της ορθής γωνίας και της υποτείνουσας αντίστοιχα, του ορθογώνιου τριγώνου, τότε και μόνο τότε, κάθε μια από τις δύο άλλες πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου, αποτελεί και μία τριχοτόμο, κάθε μιας από τις δύο γωνίες που σχηματίζονται, από την ισοκλινή της διαμέσου της υποτείνουσας του ορθογώνιου τριγώνου και μιας κάθε φορά, από τις κάθετες πλευρές του».
5/. Επέκταση του Θεωρήματος 1α, δίνεται με την Πρόταση 17.
(στ). Πορίσματα.

1/. Αν μια γωνία τριχοτομείται και η συμπληρωματική της τριχοτομείται .
Πραγματικά βλέπουμε ότι αν η  
[image: image336.wmf]∠

ΒΑΔ τριχοτομείται τότε και συμπληρωματική της 
[image: image337.wmf]∠

ΔΑΓ τριχοτομείται (Σχήμα 2).

2. Αν μια γωνία τριχοτομείται και το διπλάσιό της τριχοτομείται.

Εύκολη η απόδειξή της.
3/. Αν μια γωνία τριχοτομείται και η παραπληρωματική της τριχοτομείται.
Η απόδειξη είναι απόρροια των παραπάνω δύο πορισμάτων.

3. ΓΕΝΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗΣ ΕΙΔΙΚΩΝ ΓΩΝΙΩΝ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ, 
Κατασκευή 2 (Σχήματα 1 και 2).

Σε τυχαίο ορθογώνιο τρίγωνο, να τριχοτομηθούν (με κανόνα και διαβήτη), οι δύο γωνίες του που σχηματίζονται από την ισοκλινή, ως προς την υποτείνουσα του τριγώνου, της διαμέσου του (που αντιστοιχεί στην υποτείνουσά του) και μιας καθέτου πλευράς του κάθε φορά.

Λύση.
10ς Τρόπος (Σχήμα 1, με βάσει το Θεώρημα 1).
Δηλαδή, δίνεται τυχαίο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image338.wmf]∠

ΒΑΓ=1L), η διάμεσός του ΑΜ, η συμμετρική ευθεία ΑΔ της ΑΜ ως προς το ύψος ΑΤ του τριγώνου ΑΒΓ και ζητείται η τριχοτόμηση των γωνιών ΒΑΔ και ΓΑΔ (Με κανόνα και διαβήτη).
(α). Ανάλυση.
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Έστω ότι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ κατασκευάσθηκε και είναι η ΑΚ [Όπου Κ ανήκει στον κύκλο (Α,ΑΜ) ή (α)], οπότε προφανώς ο κύκλος (α) θα περνά και από το Δ. Δηλαδή είναι: 
[image: image339.wmf]∠

ΔΑΚ=2
[image: image340.wmf]∠

ΚΑΒ. Σύμφωνα με το ευθύ του 

Θεωρήματος 1, η ορθή προβολή του Κ στην ΒΓ, τέμνει το ΒΔ στο Ζ, που θα είναι μέσον του τμήματος ΒΔ και το οποίο είναι σταθερό.
Τούτο μας οδηγεί στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Στο μέσον Ζ του ΒΓ υψώνουμε κάθετη, που τέμνει τον κύκλο (α) στο Κ.
Λέμε ότι η ΑΚ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ.

Την δεύτερη τριχοτόμο της γωνίας ΒΑΔ κατασκευάζουμε, αν φέρουμε την διχοτόμο Αδ της γωνίας ΚΑΔ, κατά τα γνωστά.

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο τριχοτομούμε και την γωνία ΔΑΓ, με ευθεία ΑΚ1 [όπου Κ1 
[image: image341.wmf]∈

(α)].
(γ). Απόδειξη.
Σύμφωνα με το αντίστροφο του θεωρήματος 1, η ΑΚ είναι πραγματικά η μία 
τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ. Δηλαδή είναι:      
[image: image342.wmf]∠

ΔΑΚ=2
[image: image343.wmf]∠

ΚΑΒ.                    (1).
Συνεπώς τελικά θα είναι:             
[image: image344.wmf]∠

ΒΑΚ=
[image: image345.wmf]∠

ΚΑδ=
[image: image346.wmf]∠

δΑΔ.                                 (2).

Με όμοιο ακριβώς τρόπο αποδεικνύουμε και ότι: 
[image: image347.wmf]∠

ΔΑΚ1=2
[image: image348.wmf]∠

Κ1ΑΓ             (1′).

και αν Αδ′ είναι η διχοτόμος της γωνίας ΔΑΚ1, τότε είναι:

                                                  
[image: image349.wmf]∠

ΓΑΚ1=
[image: image350.wmf]∠

Κ1Αδ′=
[image: image351.wmf]∠

δ′ΑΔ.                                  (2′).

(δ).Διερευνηση.

Το Πρόβλημα αυτό έχει πάντοτε λύση σε όλες τις ειδικές περιπτώσεις που στην διερεύνηση του Θεωρήματος 1 αναφέρονται και που εκεί  επίσης αναφέρεται ότι είναι δυνατή η τριχοτόμηση όλων των γωνιών από 00-1800, που προκύπτουν από την εφαρμογή του μηχανισμού του Θεωρήματος 1.
Παρατήρηση.

Είναι φανερό ότι με την παραπάνω Κατασκευή δεν επιλύεται το γνωστό άλυτο Πρόβλημα της τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας, καθώς τις γωνίες ΒΑΔ και ΓΑΔ, δεν τις επιλέγουμε εμείς, αλλά προκύπτουν από τον μηχανισμό του Θεωρήματος 1.
20ς Τρόπος (Σχήμα 2, με βάσει το Θεώρημα 1α).
Δηλαδή, δίνεται τυχαίο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image352.wmf]∠

ΒΑΓ=1L), η διάμεσός του, η 
συμμετρική ευθεία ΑΔ της ΑΜ ως προς το ύψος ΑΤ του τριγώνου ΑΒΓ και ζητείται η τριχοτόμηση των γωνιών ΒΑΔ και ΓΑΔ (Με κανόνα και διαβήτη).
(α). Ανάλυση.
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Έστω ότι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ κατασκευάσθηκε και είναι η ΑΡ (Όπου Ρ ανήκει στην ΒΓ), τότε, σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 1α, θα είναι 
[image: image353.wmf]∠

ΡΑΤ=300. Δηλαδή η ΑΡ είναι σταθερή και εύκολα κατασκευάζεται, κατά τα γνωστά.

Τούτο μας οδηγεί στην παρακάτω κατασκευή.

 (β). Κατασκευή.

Κατασκευάζουμε, κατά τα γνωστά, την ΑΡ προφανώς προς το Β, έτσι ώστε να είναι 
[image: image354.wmf]∠

ΡΑΤ=300. 
Λέμε ότι η ΑΡ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ.
Την δεύτερη τριχοτόμο της γωνίας ΒΑΔ κατασκευάζουμε, αν φέρουμε την διχοτόμο Αδ της γωνίας ΡΑΔ, κατά τα γνωστά.

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο τιχοτομούμε και την γωνία ΔΑΓ, με ευθεία ΑΡ′ (όπου Ρ′ 
[image: image355.wmf]∈

ΒΓ).
(γ). Απόδειξη.
Σύμφωνα με το αντίστροφο του θεωρήματος 1α, η ΑΡ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ. Δηλαδή είναι:      
[image: image356.wmf]∠

ΔΑΡ=2
[image: image357.wmf]∠

ΡΑΒ.                   (1).
Συνεπώς τελικά θα είναι:             
[image: image358.wmf]∠

ΒΑΡ=
[image: image359.wmf]∠

ΡΑδ=
[image: image360.wmf]∠

δΑΔ.                                (2).

Με όμοιο ακριβώς τρόπο βρίσκουμε και ότι: 
[image: image361.wmf]∠

ΔΑΡ′=2
[image: image362.wmf]∠

Ρ′ΑΓ                     (1′).
και αν Αδ′ είναι η διχοτόμος της γωνίας ΔΑΡ′, τότε είναι:

                                                       
[image: image363.wmf]∠

ΓΑΡ′=
[image: image364.wmf]∠

Ρ′Αδ′=
[image: image365.wmf]∠

δ′ΑΔ.                            (2′).

(δ).Διερευνηση.

Το Πρόβλημα αυτό έχει πάντοτε λύση σε όλες τις ειδικές περιπτώσεις που στην διερεύνηση του Θεωρήματος 1α αναφέρονται και που εκεί  επίσης αναφέρεται ότι είναι δυνατή η τριχοτόμηση όλων των γωνιών από 00-1800, που προκύπτουν από την εφαρμογή του μηχανισμού του Θεωρήματος 1α.
Παρατηρήσεις.

(α). Είναι φανερό και έχουμε και αλλού αναφέρει, ότι δυστυχώς με την παραπάνω Κατασκευή δεν επιλύεται το γνωστό άλυτο Πρόβλημα της τριχοτόμησης τυχαίας γωνίας, καθώς τις γωνίες ΒΑΔ και ΓΑΔ, δεν επιλέγουμε εμείς, αλλά προκύπτουν από τον μηχανισμό του Θεωρήματος 1α.

(β). Τον παραπάνω 20 τρόπο Κατασκευής τον θεωρώ πιο εύκολο και πρακτικότερο από τον 1α.

(γ). Επέκταση του Προβλήματος 2, δίνεται με το Πρόβλημα 18.

(Συνέχεια στο συνημμένο 286).
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