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Συνημμένο 292. Συνέχεια από το Συνημμένο 288.
Επέκταση του Θεωρήματος 1α.
Πρόταση 17 (Σχήμα 13).
Τυχαίου ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (
[image: image433.bmp]Α=1L), αν ΑΜ, ΑΕ, ΑΤ είναι η διάμεσος, η διχοτόμος, το ύψος αντίστοιχα του τριγώνου ΑΒΓ και η ΑΔ είναι η ισογώνιος της ΑΜ ως προς την ΑΤ, τότε και μόνο τότε, το ύψος ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.
[image: image2]
Απόδειξη.
(α). Ευθύ.

Δηλαδή, θα αποδείξουμε εδώ ότι το ύψος ΑΤ, είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.

Πραγματικά, επειδή 
[image: image3.wmf]∠

ΒΑΤ=
[image: image4.wmf]∠

Γ=
[image: image5.wmf]∠

ΓΑΜ ή 
[image: image6.wmf]∠

ΒΑΤ=
[image: image7.wmf]∠

ΓΑΜ,                              (1).

και επειδή                 
[image: image8.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image9.wmf]∠

ΕΑΓ=450,                                                          (2).

θα είναι και                
[image: image10.wmf]∠

ΤΑΕ=
[image: image11.wmf]∠

ΕΑΜ=1/2
[image: image12.wmf]∠

ΤΑΜ.                                               (3).

Δηλαδή, η ΑΕ είναι και η διχοτόμος της γωνίας ΜΑΤ.
Εξάλλου, επειδή              
[image: image13.wmf]∠

ΔΑΤ=
[image: image14.wmf]∠

ΤΑΜ,                                                          (4).
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εύκολα προκύπτει ότι:    3
[image: image15.wmf]∠

ΤΑΕ=
[image: image16.wmf]∠

ΔΑΕ, καθώς λόγω των (3) και (4), είναι: 

[image: image17.wmf]∠

ΤΑΕ=1/2
[image: image18.wmf]∠

ΤΑΜ=1/2
[image: image19.wmf]∠

ΔΑΤ ή 
[image: image20.wmf]∠

ΔΑΕ=
[image: image21.wmf]∠

ΔΑΤ+
[image: image22.wmf]∠

ΤΑΕ ή 
[image: image23.wmf]∠

ΔΑΕ=
[image: image24.wmf]∠

ΤΑΜ+
[image: image25.wmf]∠

ΤΑΕ =2
[image: image26.wmf]∠

ΤΑΕ+
[image: image27.wmf]∠

ΤΑΕ=3
[image: image28.wmf]∠

ΤΑΕ       ή         
[image: image29.wmf]∠

ΔΑΕ=3
[image: image30.wmf]∠

ΤΑΕ.                                     (5).
Η σχέση (5) σημαίνει ότι πραγματικά το ύψος ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.

(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image31.wmf]∠

Α=1L), οι ΑΜ, ΑΕ, ΑΔ είναι η διάμεσός του, η διχοτόμος του, η ισοκλινής της ΑΜ ως προς την ΒΓ, αντίστοιχα και αν η ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ, τότε θα αποδείξουμε ότι το ΑΤ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ.

Πραγματικά, αν η ΑΤ δεν είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ, αλλά ύψος είναι το ΑΤ′, τότε σύμφωνα το παραπάνω ευθύ, θα είναι:     
[image: image32.wmf]∠

ΔΑΕ=3
[image: image33.wmf]∠

Τ′ΑΕ.              (6).

Έτσι, από τις (5) που αληθεύει (υπόθεση) και (6), εύκολα προκύπτει ότι:

                                         
[image: image34.wmf]∠

ΤΑΕ=
[image: image35.wmf]∠

Τ′ΑΕ, οπότε ΑΤ′≡ΑΤ.

Δηλαδή, επειδή το ΑΤ′ ελήφθη ως ύψος, έπεται ότι και το ΑΤ είναι πραγματικά ύψος του τριγώνου ΑΒΓ.

Συμπεράσματα.

Από  τα Θεωρήματα 1α και 17, εύκολα προκύπτει το συμπαίρασμα:

«Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image36.wmf]∠

Α=1L), ΑΜ, ΑΕ, ΑΤ είναι η διάμεσος, η διχοτόμος, το ύψος αντίστοιχα του τριγώνου ΑΒΓ και η ΑΔ είναι η ισογώνιος της ΑΜ ως προς την ΑΤ και το ΑΖΗ είναι ισόπλευρο τρίγωνο, του οποίου η ΖΗ
[image: image37.wmf]∈

ΒΓ (όπου ΒΖ<ΒΕ), τότε οι ΑΖ, ΑΤ, ΑΗ, είναι οι τρεις από τις τριχοτόμους των γωνιών ΒΑΔ, ΔΑΕ, ΔΑΓ, αντίστοιχα (Βλέπε και επόμενο Πρόβλημα 18) 

Μετά το παραπάνω συμπέρασμα, η διατύπωση 2, του Θεωρήματος 1α 

(Συνημμένο 280), ολοκληρώνεται ως εξής: 

«Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο , μία κορυφή και η απέναντί της πλευράς ισοπλεύρου τριγώνου συμπίπτουν, με την κορυφή της ορθής γωνίας και της υποτείνουσας αντίστοιχα, του ορθογώνιου τριγώνου, τότε και μόνο τότε, κάθε μια από τις δύο άλλες πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου, αποτελεί και μία τριχοτόμο, κάθε μιας από τις δύο γωνίες που σχηματίζονται, από την ισοκλινή της διαμέσου της υποτείνουσας του ορθογώνιου τριγώνου και μιας κάθε φορά, από τις κάθετες πλευρές του. Ακόμη, για τα δύο παραπάνω τρίγωνα, τότε και μόνο τότε, και το ύψος του ισόπλευρου τρίγωνου, που περνά από την κορυφή της παραπάνω ορθής γωνίας, αποτελεί και μία τριχοτόμο της γωνίας που σχηματίζεται από την διχοτόμο της παραπάνω ορθής γωνίας και της παραπάνω ισοκλινούς».
Επέκταση του Προβλήματος 2.
Τριχοτόμηση γωνίας τριγώνου.
Πρόβλημα 18 (Σχήμα 13).
Τυχαίου ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (
[image: image38.wmf]∠

Α=1L), αν ΑΜ, ΑΕ είναι αντίστοιχα η διάμεσός του, η διχοτόμος του και η ΑΔ είναι η ισοκλινής της ΑΜ ως προς την ΒΓ, ζητείται η τριχοτόμηση της γωνίας ΔΑΕ (με κανόνα και διαβήτη).

Λύση.

 (α). Ανάλυση.
Αν ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ, δηλαδή είναι 
[image: image39.wmf]∠

ΔΑΤ=2
[image: image40.wmf]∠

ΤΑΕ, τότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 17, το ΑΤ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ.
Μετά τα παραπάνω, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή.
Φέρουμε το ύψος ΑΤ του τριγώνου ΑΒΓ και λέμε ότι αυτό είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ (Η δεύτερη τριχοτόμος προφανώς συμπίπτει στη διχοτόμο της γωνίας ΔΑΤ, που η κατασκευή της γίνεται κατά τα γνωστά).
(γ). Απόδειξη.

Πραγματικά, σύμφωνα με το ευθύ της Πρότασης 17, το ύψος ΑΤ είναι η μία 
τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.
(δ).Διερεύνηση.

Το πρόβλημα αυτό προφανώς, έχει πάντοτε λύση, καθώς πάντοτε είναι δυνατή η κατασκευή του ύψους ΑΤ του τριγώνου ΑΒΓ.

Συμπεράσματα.
            Από τα Προβλήματα 2 και 18, εύκολα προκύπτει το συμπαίρασμα:

«Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image41.wmf]∠

Α=1L), οι ΑΜ, ΑΕ, ΑΤ είναι η διάμεσος, η διχοτόμος, το ύψος αντίστοιχα του τριγώνου ΑΒΓ και η ΑΔ είναι η ισογώνιος της ΑΜ ως προς την ευθεία ΑΤ και αν το ΑΖΗ είναι ισόπλευρο τρίγωνο του οποίου η ΖΗ
[image: image42.wmf]∈

ΒΓ (όπου ΒΖ
[image: image43.wmf]∠

ΒΕ), τότε οι ΑΖ, ΑΤ, ΑΗ, είναι οι τρεις από τις τριχοτόμους των γωνιών ΔΑΒ, ΔΑΕ, ΔΑΓ, αντίστοιχα. 
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Μετά το παραπάνω συμπέρασμα, η διατύπωση του Προβλήματος 2 

ολοκληρώνεται ως εξής: 

Σε τυχαίο ορθογώνιο τρίγωνο, να τριχοτομηθούν (με κανόνα και διαβήτη), οι τρεις γωνίες του που σχηματίζονται από την ισοκλινή, ως προς την υποτείνουσα του τριγώνου, της διαμέσου του (που αντιστοιχεί στην υποτείνουσά του) και μιας καθέτου πλευράς του κάθε φορά, όπως και της διχοτόμου της ορθής γωνίας του ορθογώνιου τρίγωνου (με την παραπάνω ισοκλινή). 
Επέκταση των Θεωρημάτων 1α και 17.
Αυτόματη τριχοτόμηση γωνιών ορθογωνίου τριγώνου.
Πρόταση 19 (Σχήμα 14).
Τυχαίου ορθογώνιου τριγώνου, οι δύο ευθείες που περνούν από την κορυφή Α, είναι τριχοτόμοι των δύο γωνιών που έχουν κοινή πλευρά την ισοκλινή της διαμέσου της υποτείνουσάς του, ως προς την υποτείνουσα αυτή και της αντίστοιχης συμμετρικής ευθείας της παραπάνω ισοκλινούς ως προς την αντίστοιχη κάθετη πλευρά του τριγώνου, αν και μόνο αν, η κάθε μία από τις δύο ευθείες αυτές, σχηματίζει με τη διάμεσο της υποτείνουσας του τριγώνου, γωνία 600.
[image: image44]
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Απόδειξη.
(α). Ευθύ.

Αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image45.wmf]∠

Α=1L), το ΑΤ είναι ύψος, το ΑΜ διάμεσος, το ΑΔ η συμμετρική ευθεία της ΑΜ ως προς το ΑΤ (ισοκλινής) και οι ΑΖ, ΑΖ′ είναι συμμετρικές της ΑΔ, ως προς τις ΑΒ και ΑΓ, αντίστοιχα και αν ΑΡ και ΑΡ′ είναι η μία από τις τριχοτόμους των γωνιών ΖΑΔ και Ζ′ΑΔ, αντίστοιχα, δηλαδή είναι:
                    
[image: image46.wmf]∠

ΔΑΡ=2
[image: image47.wmf]∠

ΡΑΖ  και  
[image: image48.wmf]∠

ΔΑΡ′=2
[image: image49.wmf]∠

Ρ′ΑΖ′,                                         (1).

τότε θα αποδείξουμε ότι:         
[image: image50.wmf]∠

ΡΑΜ =
[image: image51.wmf]∠

Ρ′ΑΜ=600.                                       (2).

Πραγματικά θα είναι:           
[image: image52.wmf]∠

ΜΑΡ=
[image: image53.wmf]∠

ΜΑΔ +
[image: image54.wmf]∠

ΔΑΡ.                                       (3).

Άρα, αν 
[image: image55.wmf]∠

ΔΑΜ=2ω και λόγω της πρώτης των (1), η (3) γίνεται:

          
[image: image56.wmf]∠

ΜΑΡ=2ω+2/3.
[image: image57.wmf]∠

ΔΑΖ=2ω+2/3.(2
[image: image58.wmf]∠

ΔΑΒ), ή 
[image: image59.wmf]∠

ΜΑΡ=2ω+4/3.
[image: image60.wmf]∠

ΔΑΒ.    (4).
Από το Α φέρουμε ευθεία που τέμνει την ΒΓ στο Ρ1, τέτοια ώστε:


[image: image61.wmf]∠

ΤΑΡ1=300, οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο του θεωρήματος 1α, θα είναι: 
                                             
[image: image62.wmf]∠

ΔΑΒ=3/2.
[image: image63.wmf]∠

ΔΑΡ1.                                                 (5).

Επομένως, η (4), λόγω της (5) γίνεται:  


[image: image64.wmf]∠

ΜΑΡ=2ω+4/3.(3/2.
[image: image65.wmf]∠

ΔΑΡ1)=2ω+2
[image: image66.wmf]∠

ΔΑΡ1      ή     
[image: image67.wmf]∠

ΜΑΡ=2ω+2
[image: image68.wmf]∠

ΔΑΡ1.       (6).
Αν από το Α φέρουμε ευθεία ΑΡ′1 τέτοια ώστε 
[image: image69.wmf]∠

ΤΑΡ′1=300 και θέσουμε όπου 

                                
[image: image70.wmf]∠

ΔΑΡ1=φ, τότε και 
[image: image71.wmf]∠

ΜΑΡ′1=
[image: image72.wmf]∠

ΔΑΡ1 =φ.                           (7).

καθώς 
[image: image73.wmf]∠

ΔΑΡ1=300-ω=
[image: image74.wmf]∠

ΜΑΡ′1 =φ.

Συνεπώς, η (6) λόγω της (7), γίνεται:

[image: image75.wmf]∠

ΜΑΡ=2ω+2
[image: image76.wmf]∠

ΜΑΡ′1=2ω+2φ   ή  
[image: image77.wmf]∠

ΜΑΡ=2(ω+φ)=2.300=600.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι είναι και 
[image: image78.wmf]∠

ΜΑΡ′=600.
(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image79.wmf]∠

Α=1L), οι ΑΡ, ΑΡ′ είναι ευθείες που 

σχηματίζουν γωνίες 600 με την ΑΜ, τότε θα αποδείξουμε ότι αυτές αποτελούν τριχοτόμους των γωνιών ΔΑΖ και ΔΑΖ′, αντίστοιχα, ή ότι αληθεύει η (1).
Έστω, πχ η ΑΡ δεν είναι τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ και τριχοτόμος είναι η ΑΡ2 (Ρ2
[image: image80.wmf]∈

ΒΓ), τότε σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ, θα είναι: 
[image: image81.wmf]∠

ΜΑΡ2 =600.  (8).
Αλλά, από την υπόθεση είναι και                           
[image: image82.wmf]∠

ΜΑΡ=600.                        (9).

και οι ΑΡ, ΑΡ2 βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της ΑΜ, οπότε από τις (8), (9)
[image: image83.wmf]⇒

 Ρ2≡Ρ και επειδή η ΑΡ2 ελήφθη τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ και η ΑΡ θα είναι η τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ.
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Παρατήρηση.

Η ΖΑΖ′ προφανώς είναι ευθεία, καθώς είναι: 
[image: image84.wmf]∠

ΖΑΖ′= 
[image: image85.wmf]∠

ΡΑΡ′ + 
[image: image86.wmf]∠

ΖΑΡ + 
[image: image87.wmf]∠

Ζ′ΑΡ′ = 
[image: image88.wmf]∠

ΡΑΔ +ΔΑΡ′ + ½.
[image: image89.wmf]∠

ΡΑΔ + ½.
[image: image90.wmf]∠

ΔΑΡ′ = 3/2.
[image: image91.wmf]∠

ΡΑΔ + 3/2.
[image: image92.wmf]∠

ΔΑΡ′ = 3/2.(
[image: image93.wmf]∠

ΡΑΔ + 
[image: image94.wmf]∠

ΔΑΡ′) = 3/2.1200=1800 ή 
[image: image95.wmf]∠

ΖΑΖ′ =1800.
Επέκταση των Προβλημάτων 2 και 18.
Τριχοτόμηση γωνιών ορθογωνίου τριγώνου.
Πρόβλημα 20 (Σχήμα 14).
Τυχαίου ορθογώνιου τριγώνου, να τριχοτομηθούν (με κανόνα και διαβήτη), οι δύο γωνίες που σχηματίζονται από την ισοκλινή της διαμέσου, που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, ως προς την υποτείνουσα του ορθογώνιου τριγώνου και της αντίστοιχης συμμετρικής ευθείας, της παραπάνω ισοκλινούς ως προς μία κάθετη πλευρά του τριγώνου αυτού, κάθε φορά.

Λύση.

 (α). Ανάλυση.
Έστω στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ(
[image: image96.wmf]∠

Α=1L), η διάμεσός του ΑΜ, η ισοκλινής του ΑΔ της ΑΜ ως προς την ΒΓ και ΑΖ, ΑΖ′ οι δύο συμμετρικές της ΑΔ ως προς τις ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Ζητούνται η μία από τις τριχοτόμους της κάθε μιας από τις γωνίες ΖΑΔ και Ζ′ΑΔ. Δηλαδή ζητούνται οι δύο ευθείες ΑΡ και ΑΡ′, για τις οποίες είναι:                
[image: image97.wmf]∠

ΔΑΡ=2
[image: image98.wmf]∠

ΡΑΖ και 
[image: image99.wmf]∠

ΔΑΡ′=2
[image: image100.wmf]∠

Ρ′ΑΖ′.                      (1).

Υποθέτουμε ότι οι δύο ζητούμενες τριχοτόμοι των δύο γωνιών αυτών κατασκευάσθηκαν και είναι οι ΑΡ και ΑΡ′, αντίστοιχα, οπότε γι’ αυτές αληθεύουν οι σχέσεις (1)

Άρα, σύμφωνα με το ευθύ της Πρότασης 19, γι’ αυτές θα αληθεύουν οι σχέσεις:

                                                     
[image: image101.wmf]∠

ΡΑΜ =
[image: image102.wmf]∠

Ρ′ΑΜ=600,                                       (2).

οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή τους.

(β). Κατασκευή.
Εκατέρωθεν της ΑΜ φέρουμε από το Α δύο ευθείες οι ΑΡ και ΑΡ′, έτσι ώστε να αληθεύουν οι σχέσεις (2). Λέμε ότι οι αυτές είναι οι ζητούμενες τριχοτόμοι.

(γ).Απόδειξη.
Πραγματικά, οι ΑΡ και ΑΡ′, είναι οι ζητούμενες τριχοτόμοι, καθώς σύμφωνα με 
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το αντίστροφο της Πρότασης 19, αφού αληθεύουν οι (2), έπεται ότι θα αληθεύουν και οι σχέσεις (1).
(δ).Διερεύνηση.

Το Πρόβλημα 20 έχει πάντοτε λύση, καθώς πάντοτε είναι δυνατή η κατασκευή των γωνιών της (2), με μέτρα 600.

Αυτόματη τριχοτόμηση γωνιών ισοσκελούς τριγώνου.
Πρόταση 21 (Σχήμα 14).
Τυχαίου ισοσκελούς τριγώνου ΑΔΜ (ΑΔ=ΑΜ), στο τμήμα ΔΜ ορίζουμε, κατά τα γνωστά, σημείο Ε, τέτοιο ώστε:             
[image: image103.wmf]∠

ΔΑΕ =3
[image: image104.wmf]∠

ΕΑΜ.                              (1).

Από το Α και προς το μέρος της ΑΔ, φέρουμε ευθεία που τέμνει την ευθεία ΔΜ σε σημείο Β, έτσι ώστε να είναι:           
[image: image105.wmf]∠

ΒΑΕ =450.                                       (2).
Αν δύο άλλες ευθείες από το Α και προς το μέρος της ΑΔ, τέμνουν την ευθεία ΒΜ στα Ρ και Ζ (Ρ μεταξύ Μ και Ζ), έτσι ώστε να είναι 

                                                                 
[image: image106.wmf]∠

ΜΑΡ =600,                                       (3).
και                                                            
[image: image107.wmf]∠

ΔΑΒ =
[image: image108.wmf]∠

ΒΑΖ,                                 (4).

να αποδειχθεί ότι η ΑΡ, είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ.

Δηλαδή ότι είναι:                                    
[image: image109.wmf]∠

ΔΑΡ =2
[image: image110.wmf]∠

ΡΑΖ.                               (5).

Απόδειξη.
Αν από το Α και προς το μέρος του ΑΜ, φέρουμε ευθεία, που τέμνει την ευθεία ΔΜ στο Γ και έτσι ώστε:                      
[image: image111.wmf]∠

ΕΑΓ=450,                                         (6).

τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α, καθώς λόγω των (2) και (6), είναι:
                                                
[image: image112.wmf]∠

Α=
[image: image113.wmf]∠

ΒΑΕ+
[image: image114.wmf]∠

ΕΑΓ=900.                                   (7).

Ακόμη, η ΑΕ είναι διχοτόμος της ορθής γωνίας Α [Σχέσεις (2) και (6)].

Το ύψος ΑΤ του ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ, είναι προφανώς και ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΑΔΜ, οπότε οι ΑΔ και ΑΜ είναι ισογώνιες ως προς την ΑΤ, ή 
[image: image115.wmf]∠

ΔΑΤ=
[image: image116.wmf]∠

ΤΑΜ.

Έτσι, επειδή, 
[image: image117.wmf]∠

ΔΑΤ=
[image: image118.wmf]∠

ΤΑΜ και 
[image: image119.wmf]∠

ΔΑΕ=3
[image: image120.wmf]∠

ΕΑΜ [Σχέση (1)], θα είναι:


[image: image121.wmf]∠

3
[image: image122.wmf]∠

ΕΑΜ=ΔΑΕ=
[image: image123.wmf]∠

ΔΑΤ+
[image: image124.wmf]∠

ΤΑΕ=
[image: image125.wmf]∠

ΤΑΜ+
[image: image126.wmf]∠

ΤΑΕ=
[image: image127.wmf]∠

ΤΑΕ +
[image: image128.wmf]∠

ΕΑΜ+
[image: image129.wmf]∠

ΤΑΕ =2
[image: image130.wmf]∠

ΤΑΕ +
[image: image131.wmf]∠

ΕΑΜ ή 
[image: image132.wmf]∠

3
[image: image133.wmf]∠

ΕΑΜ=2
[image: image134.wmf]∠

ΤΑΕ+
[image: image135.wmf]∠

ΕΑΜ ή 2
[image: image136.wmf]∠

ΕΑΜ=
[image: image137.wmf]∠

2
[image: image138.wmf]∠

ΤΑΕ ή. 
[image: image139.wmf]∠

ΤΑΕ=
[image: image140.wmf]∠

ΕΑΜ. 
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Δηλαδή η ΑΕ είναι διχοτόμος και της γωνίας ΤΑΜ. Άρα, η ΑΕ είναι διχοτόμος και 
των δύο γωνιών Α και ΤΑΜ, οπότε θα είναι και 
[image: image141.wmf]∠

ΒΑΤ=
[image: image142.wmf]∠

ΜΑΓ. Αλλά είναι και 
[image: image143.wmf]∠

ΒΑΤ=
[image: image144.wmf]∠

Γ, οπότε και:                             
[image: image145.wmf]∠

ΜΑΓ=
[image: image146.wmf]∠

Γ.                                   (8).

Εξάλλου, λόγω της (8) θα είναι και 
[image: image147.wmf]∠

ΜΑΓ+
[image: image148.wmf]∠

ΒΑΜ=900=
[image: image149.wmf]∠

Β+
[image: image150.wmf]∠

Γ, οπότε

                                                 
[image: image151.wmf]∠

ΒΑΜ=
[image: image152.wmf]∠

Β.                                                     (9). 

Έτσι, από τις (8), (9)   
[image: image153.wmf]⇒

  ΜΓ=ΑΜ=ΒΜ. Τούτο σημαίνει ότι η ΑΜ είναι διάμεσος του ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ.
Συνεπώς, μετά τα παραπάνω, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 19, επειδή αληθεύει και η (3), θα είναι:

                                                 
[image: image154.wmf]∠

ΔΑΡ=2
[image: image155.wmf]∠

ΡΑΖ.

Τούτο σημαίνει ότι η ΑΡ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ.

Παρατηρήσεις.

(α). Η άλλη τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ, είναι προφανώς η διχοτόμος ΑΡ1 της γωνίας ΔΑΡ, ή αν βασισθούμε στο Θεώρημα 1α (αντίστροφο), εύκολα βρίσκουμε ότι η άλλη τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ είναι η ευθεία ΑΡ′1 για την οποία είναι 
[image: image156.wmf]∠

ΤΑΡ′1=300, οπότε Ρ′1≡ Ρ1.

(β). Κάτι ανάλογο συμβαίνει και αν οι ΑΒ, ΑΡ, ΑΖ ληφθούν προς το άλλο μέρος της ΑΔ. Δηλαδή τότε θα έχουμε τις ευθείες ΑΓ, ΑΡ′, ΑΖ′, αντίστοιχα, του σχήματος 14, όπου η ΖΑΖ′, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι ευθεία

                           [Δηλαδή είναι 
[image: image157.wmf]∠

ΔΑΖ=2
[image: image158.wmf]∠

ΔΑΒ και 
[image: image159.wmf]∠

ΔΑΖ′=2
[image: image160.wmf]∠

ΔΑΓ
[image: image161.wmf]⇒


                          
[image: image162.wmf]∠

ΖΑΖ′=
[image: image163.wmf]∠

ΖΑΔ+
[image: image164.wmf]∠

ΔΑΖ′=2(
[image: image165.wmf]∠

ΒΑΔ+
[image: image166.wmf]∠

ΔΑΓ)=2.900=1800].
Τριχοτόμηση γωνιών ισοσκελούς τριγώνου.
Πρόβλημα 22 (Σχήμα 14).
Σε τυχαίο ισοσκελές τρίγωνο ΑΔΜ (ΑΔ=ΑΜ), στο τμήμα ΔΜ ορίζουμε κατά τα γνωστά σημείο Ε, τέτοιο ώστε:                      
[image: image167.wmf]∠

ΔΑΕ =3
[image: image168.wmf]∠

ΕΑΜ.                    (1).

Από το Α και προς το μέρος της ΑΔ, φέρουμε ευθεία που τέμνει την ευθεία ΔΜ στο Β, έτσι ώστε να είναι:                               
[image: image169.wmf]∠

ΒΑΕ=450.                             (2).
Αν άλλη ευθεία από το Α και προς το μέρος της ΑΔ, τέμνει την ΒΜ στο Ζ, έτσι ώστε να είναι:                                                   
[image: image170.wmf]∠

ΔΑΒ=
[image: image171.wmf]∠

ΒΑΖ,                       (3).

ζητείται να κατασκευασθεί η μία τριχοτόμος ΑΡ της γωνίας ΔΑΖ, ή ευθεία τέτοια ώστε:                                                          
[image: image172.wmf]∠

ΔΑΡ=2
[image: image173.wmf]∠

ΡΑΖ.                     (4).
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Λύση.

 (α). Ανάλυση.
Αν λάβουμε υπόψη μας την Πρόταση 21, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή:

(β). Κατασκευή.
Από το Α και προς το μέρος του ΑΒ, φέρουμε ευθεία που τέμνει την ΒΜ στο Ρ, έτσι ώστε να είναι:                                   
[image: image174.wmf]∠

ΜΑΡ=600.                                     (5)
Λέμε ότι η ΑΡ είναι η ζητούμενη τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ.

(γ).Απόδειξη.

Πραγματικά, η ΑΡ είναι η ζητούμενη τριχοτόμος, καθώς σύμφωνα με την  Πρόταση 21, λόγω και της (5) θα είναι: 
[image: image175.wmf]∠

ΔΑΡ=2
[image: image176.wmf]∠

ΡΑΖ.

Η άλλη τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ, είναι προφανώς είναι η διχοτόμος ΑΡ1 της γωνίας ΔΑΡ, ή αν βασισθούμε στο Θεώρημα 1α (αντίστροφο), εύκολα βρίσκουμε ότι η άλλη τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ είναι η ευθεία ΑΡ′1 για την οποία είναι 
[image: image177.wmf]∠

ΤΑΡ′1=300, οπότε Ρ′1≡ Ρ1.

(δ). Διερεύνηση.

Το Πρόβλημα 22 έχει πάντοτε λύση, καθώς πάντοτε είναι δυνατή η κατασκευή γωνίας ΜΑΡ με μέτρο 600.

Επέκταση της Πρότασης 15.
Τριχοτόμηση της διαφοράς των γωνιών ισοσκελούς τριγώνου.
Πρόταση 23 (Σχήματα 15 και 16).
Σε τυχαίο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), στην ΒΓ ορίζουμε σημείο Δ, για το οποίο να είναι ΑΔ=ΔΓ και σημεία Ε και Ζ, για τα οποία να είναι:   

                                                    
[image: image178.wmf]∠

ΑΕΓ=
[image: image179.wmf]∠

ΓΑΖ=600..                                        (1).
Να αποδειχθεί ότι οι ΑΕ και ΑΖ είναι οι δύο τριχοτόμοι της γωνίας ΒΑΔ και αντίστροφα.
Απόδειξη.
Περίπτωση 1. Αν 
[image: image180.wmf]∠

Α>
[image: image181.wmf]∠

Β (Σχήμα.15).
Στην περίπτωση αυτή τα σημεία Δ, Ε, Ζ θα βρίσκονται προφανώς εντός του ΒΓ.
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Ζητούμενο 1. 
[image: image1.wmf]∠

Θα αποδείξουμε πρώτα ότι η ΑΕ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ και αντίστροφα.
(α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν 
[image: image182.wmf]∠

ΑΕΔ=600, τότε:

[image: image183.wmf]∠

ΔΑΕ=2
[image: image184.wmf]∠

ΒΑΕ.                   (2).
Προφανώς είναι: 

[image: image185.wmf]∠

ΑΔΒ=2
[image: image186.wmf]∠

Β,                       (3).
οπότε στο τρίγωνο ΑΒΔ είναι:

[image: image187.wmf]∠

ΑΔΒ=2
[image: image188.wmf]∠

Β=2
[image: image189.wmf]∠

ΑΒΔ,      (4), 
ενώ από την υπόθεση είναι και 
[image: image190.wmf]∠

ΑΕΔ=600, οπότε σύμφωνα με το Θεώρημα 3 (Αντίστροφο 1) στο τρίγωνο ΑΒΔ, θα είναι:     
[image: image191.wmf]∠

ΔΑΕ=2
[image: image192.wmf]∠

ΒΑΕ. 

Δηλαδή πραγματικά η ΑΕ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ.
(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΕ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας 
ΒΑΔ, ή αληθεύει η σχέση (2), τότε θα αποδείξουμε ότι είναι 
[image: image193.wmf]∠

ΑΕΔ=600.    (5).

Αποδεικνύουμε όπως παραπάνω στο ευθύ ότι αληθεύει η (4) και επειδή εδώ 

αληθεύει από την υπόθεση η (2), σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 3 στο τρίγωνο ΑΒΔ, θα αληθεύει και η (5).
Ζητούμενο 2. 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι και η ΑΖ είναι η δεύτερη τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ και αντίστροφα.
(α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν                       
[image: image194.wmf]∠

ΓΑΖ=600,                                         (5).
τότε θα είναι:                                        
[image: image195.wmf]∠

ΒΑΖ=2
[image: image196.wmf]∠

ΔΑΖ.                                 (6).
Στην προέκταση της ΑΒ και προς το Α, ορίζουμε σημείο χ, οπότε:


[image: image197.wmf]∠

ΓΑχ=
[image: image198.wmf]∠

Β+
[image: image199.wmf]∠

Γ=2
[image: image200.wmf]∠

Β, αλλά είναι και 
[image: image201.wmf]∠

ΓΑΔ=
[image: image202.wmf]∠

Β. Άρα 
[image: image203.wmf]∠

ΓΑχ=2
[image: image204.wmf]∠

ΓΑΔ. Δηλαδή η 
ΑΓ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑχ.
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Ακόμη είναι:     
[image: image205.wmf]∠

ΓΑΔ+
[image: image206.wmf]∠

ΔΑΖ=600  ή 

[image: image207.wmf]∠

ΔΑΖ=600-
[image: image208.wmf]∠

ΓΑΔ=600-1/3.
[image: image209.wmf]∠

ΔΑχ=1/3.(1800-
[image: image210.wmf]∠

ΔΑχ)=1/3.(
[image: image211.wmf]∠

ΒΑχ-
[image: image212.wmf]∠

ΔΑχ)=

1/3.
[image: image213.wmf]∠

ΒΑΔ  ή 
[image: image214.wmf]∠

ΔΑΖ=1/3.
[image: image215.wmf]∠

ΒΑΔ  ή 
[image: image216.wmf]∠

ΒΑΔ=3
[image: image217.wmf]∠

ΔΑΖ  ή  
[image: image218.wmf]∠

ΒΑΖ=2
[image: image219.wmf]∠

ΔΑΖ.
(β). Αντίστροφο.

Θα αποδείξουμε ότι, αν αληθεύει η (6), τότε θα αληθεύει και η (5).
Αποδεικνύουμε όπως παραπάνω στο ευθύ ότι 
[image: image220.wmf]∠

ΓΑχ=2
[image: image221.wmf]∠

ΓΑΔ και επειδή από την υπόθεση αληθεύει και η (6), θα είναι:

                              
[image: image222.wmf]∠

ΒΑΖ+
[image: image223.wmf]∠

ΓΑχ =2(
[image: image224.wmf]∠

ΖΑΔ+
[image: image225.wmf]∠

ΔΑΓ)=2
[image: image226.wmf]∠

ΖΑΓ ή 


[image: image227.wmf]∠

ΒΑΖ+
[image: image228.wmf]∠

ΖΑΓ+
[image: image229.wmf]∠

ΓΑχ=2
[image: image230.wmf]∠

ΖΑΓ + 
[image: image231.wmf]∠

ΖΑΓ ή  
[image: image232.wmf]∠

ΒΑχ=3
[image: image233.wmf]∠

ΖΑΓ ή  1800=3
[image: image234.wmf]∠

ΖΑΓ ή 

                                                   
[image: image235.wmf]∠

ΖΑΓ=600.
Παρατηρήσεις.

(α). Απόδειξη του παραπάνω ζητούμενου 2, προφανώς μπορεί να γίνει και με βάσει την Πρόταση 15.

Πραγματικά, επειδή η γωνία ΒΑΔ, είναι ίση με την διαφορά των γωνιών Α, Β του δοσμένου τριγώνου, αυτή μπορεί να γίνει και με εφαρμογή της Πρότασης 25, καθώς και εκεί την ίδια διαφορά γωνιών τριχοτομούμε. Τούτο μπορεί να επιτευχθεί αν στην προέκταση της ΑΓ προς το Α ορίσουμε σημείο Δ′ τέτοιο ώστε ΒΔ′=ΒΓ.
(β). Όπως αποδείξαμε στο παραπάνω ευθύ, η ΑΓ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑχ.
(γ). Επειδή 
[image: image236.wmf]∠

ΑΕΓ=
[image: image237.wmf]∠

ΓΑΖ=600, στον κύκλο ΑΕΖ η ΑΓ είναι εφαπτομένη στο Α, οπότε ΑΓ2=ΓΕ.ΓΖ. Άρα αν ορίσουμε το Ε ή το Ζ, τότε εύκολα ορίζουμε το Ζ, ή το Ε, αντίστοιχα.

Συμπέρασμα.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι προφανώς οι ΑΕ, ΑΖ είναι οι δύο 

τριχοτόμοι της γωνίας ΒΑΔ, ενώ η ΑΓ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑχ, που είναι παραπληρωματική της γωνίας ΒΑΔ και αντίστροφα.
Περίπτωση 2. Αν 
[image: image238.wmf]∠

Α<
[image: image239.wmf]∠

Β (Σχήμα 16). 
Στην περίπτωση αυτή τα σημεία Δ, Ε, Ζ θα βρίσκονται προφανώς στην προέκταση του ΒΓ, έστω προς το Β, οπότε οι αποδείξεις βασίζονται στις Προτάσεις 15 και 11.
 Ζητούμενο 1. 
Θα αποδείξουμε πρώτα ότι η ΑΕ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ και 
αντίστροφα.
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 (α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν                       
[image: image240.wmf]∠

ΑΕΓ=600,                                           (1).
τότε θα είναι:                                        
[image: image241.wmf]∠

ΔΑΕ=2
[image: image242.wmf]∠

ΒΑΕ.                                   (2).
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Σχήμα 15.

Επειδή το τρίγωνο ΔΑΓ είναι ισοσκελές (ΔΑ=ΔΓ) και επειδή από την υπόθεση είναι 
[image: image243.wmf]∠

Δ=
[image: image244.wmf]∠

Α<
[image: image245.wmf]∠

Β και 
[image: image246.wmf]∠

ΑΕΓ=600, σύμφωνα με την Πρόταση 15 (Ζητούμενο 1), η ΑΕ θα είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ ή ότι θα αληθεύει η (2).
(β). Αντίστροφο.
 Δηλαδή, αν στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΕ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ, ή αληθεύει η σχέση (2), τότε θα αποδείξουμε ότι είναι:
                                                              
[image: image247.wmf]∠

ΑΕΓ=600.                                            (3).
Τρόπος 1. (Αναλυτικός).

Επειδή  
[image: image248.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image249.wmf]∠

Β-
[image: image250.wmf]∠

Α, θα  είναι:


[image: image251.wmf]∠

ΑΕΓ=
[image: image252.wmf]∠

Δ+
[image: image253.wmf]∠

ΔΑΕ =
[image: image254.wmf]∠

Α+2/3.
[image: image255.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image256.wmf]∠

Α+2/3.(
[image: image257.wmf]∠

Β-
[image: image258.wmf]∠

Α)=3/3.
[image: image259.wmf]∠

Α+2/3.
[image: image260.wmf]∠

Β-2/3.
[image: image261.wmf]∠

Α = 1/3.
[image: image262.wmf]∠

Α+2/3.
[image: image263.wmf]∠

Β = 1/3.
[image: image264.wmf]∠

Α+1/3.
[image: image265.wmf]∠

Β+1/3.
[image: image266.wmf]∠

Γ=1/3.(
[image: image267.wmf]∠

Α+
[image: image268.wmf]∠

Β+
[image: image269.wmf]∠

Γ)=1/3.1800=600, ή 
[image: image270.wmf]∠

ΑΕΓ=600.

Τρόπος 2. (Με άτοπο απαγωγή).

Πραγματικά, αν για την ΑΕ, δεν αληθεύει η (3), τότε στην προέκταση της ΒΓ προς το Β ορίζουμε σημείο Ε1, τέτοιο ώστε 
[image: image271.wmf]∠

ΑΕ1Γ=600, οπότε σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ και η ΑΕ1 θα είναι τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ, που είναι άτοπο, καθώς έχουμε δύο τριχοτόμους της γωνία ΒΑΔ, προσκείμενες στην ΑΒ.

Φθάσαμε σε άτοπο γιατί δεχθήκαμε ότι δεν αληθεύει η (3), άρα η (3) αληθεύει.
Ζητούμενο 2. 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι και η ΑΖ είναι η δεύτερη τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ και αντίστροφα.
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(α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν                       
[image: image272.wmf]∠

ΓΑΖ=600,                                         (4).
τότε θα είναι:                                        
[image: image273.wmf]∠

ΒΑΖ=2
[image: image274.wmf]∠

ΔΑΖ.                                 (5).
Επειδή το τρίγωνο ΔΑΓ είναι ισοσκελές (ΔΑ=ΔΓ), επειδή ΑΒ=ΑΓ και 
[image: image275.wmf]∠

ΓΑΖ=600, σύμφωνα με την απόδειξη της Πρότασης 11 και την παρατήρηση (γ) της ίδιας Πρότασης, η ΑΖ είναι πραγματικά η δεύτερη τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ, ή ότι αληθεύει η (5).
(β). Αντίστροφο.

Θα αποδείξουμε ότι, αν αληθεύει η (5), τότε θα αληθεύει και η (4).

Τρόπος 1. (Αναλυτικός).

Επειδή είναι  
[image: image276.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image277.wmf]∠

Β-
[image: image278.wmf]∠

Α, θα  είναι:


[image: image279.wmf]∠

ΓΑΖ=
[image: image280.wmf]∠

Α+
[image: image281.wmf]∠

ΒΑΖ=
[image: image282.wmf]∠

Α+2/3.
[image: image283.wmf]∠

ΒΑΔ =
[image: image284.wmf]∠

Α+2/3.(
[image: image285.wmf]∠

Β-
[image: image286.wmf]∠

Α)=3/3.
[image: image287.wmf]∠

Α+2/3.
[image: image288.wmf]∠

Β-2/3.
[image: image289.wmf]∠

Α = 

1/3.
[image: image290.wmf]∠

Α+2/3.
[image: image291.wmf]∠

Β = 1/3.
[image: image292.wmf]∠

Α+1/3.
[image: image293.wmf]∠

Β+1/3.
[image: image294.wmf]∠

Γ=1/3.(
[image: image295.wmf]∠

Α+
[image: image296.wmf]∠

Β+
[image: image297.wmf]∠

Γ)=1/3.1800=600, 

                                                  ή 
[image: image298.wmf]∠

ΓΑΖ=600.

Τρόπος 2. (Με άτοπο απαγωγή).

Πραγματικά, αν για την ΑΖ, δεν αληθεύει η (4), τότε στην προέκταση της ΒΓ προς το Β, ορίζουμε σημείο Ζ1 τέτοιο ώστε 
[image: image299.wmf]∠

ΓΑΖ1=600, οπότε σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ και η ΑΖ1 θα είναι τριχοτόμος της γωνίας ΒΑΔ, που είναι άτοπο, καθώς έχουμε δύο τριχοτόμους της γωνία ΒΑΔ, προσκείμενες στην ΑΔ. Φθάσαμε σε άτοπο γιατί δεχθήκαμε ότι δεν αληθεύει η (4), άρα η (4) αληθεύει.
Παρατηρήσεις.
(α). Στην παραπάνω περίπτωση 2 (Σχήμα 16), επειδή είναι 
[image: image300.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image301.wmf]∠

Β-
[image: image302.wmf]∠

Α, αν στην ΑΓ ορίσουμε σημείο Δ′ τέτοιο ώστε ΒΔ′=ΒΓ, τότε παρατηρούμε ότι είναι: 
[image: image303.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image304.wmf]∠

Β-
[image: image305.wmf]∠

Α=
[image: image306.wmf]∠

ΑΒΔ′, οπότε αντί να τριχοτομήσουμε τη γωνία ΒΑΔ, τριχοτομούμε τη ίση της γωνία ΑΒΔ′, που τούτο επιτυγχάνεται με βάση την Πρόταση 15.
(β). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 11, 15 και 26.
Επέκταση του Προβλήματος 16.
Τριχοτόμηση της γωνίας της διαφοράς των γωνιών ισοσκελούς τριγώνου.
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Πρόβλημα 24 (Σχήματα 15 και 16).
Σε τυχαίο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), στην ΒΓ ορίζουμε σημείο Δ για το οποίο είναι ΑΔ=ΔΓ. Ζητείται να τριχοτομηθεί η γωνία ΒΑΔ=ω (με κανόνα και διαβήτη), ή με άλλη γενική διατύπωση:

Σε τυχαίο ισοσκελές τρίγωνο, ζητείται να τριχοτομηθεί η γωνία της διαφοράς των γωνιών του (με κανόνα και διαβήτη). 

Λύση.

Περίπτωση 1. Αν 
[image: image307.wmf]∠

Α>
[image: image308.wmf]∠

Β (Σχήμα 15).
Στην περίπτωση αυτή τα σημεία Δ, Ε, Ζ θα βρίσκονται προφανώς μέσα στο ΒΓ.
Τρόπος 1.
(α). Ανάλυση.
Αν θεωρήσουμε ότι η ζητούμενη μία τριχοτόμος της 
[image: image309.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image310.wmf]∠

Α-
[image: image311.wmf]∠

Β=ω, κατασκευάσθηκε και είναι η ΑΕ (προσκείμενη στην ΑΒ), τότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 23 (Περίπτωση 1, Ζητούμενο 1), θα είναι 
[image: image312.wmf]∠

ΑΕΔ=600, που εύκολα κατά τα γνωστά κατασκευάζεται (Βλέπε Κατασκευή 4), οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή.
(β). Κατασκευή.

Από το Α φέρουμε ευθεία ΑΕ, έτσι ώστε να είναι 
[image: image313.wmf]∠

ΑΕΔ=600 κατά τα γνωστά (Τρόποι 1 και 2 της Κατασκευής 4).

Λέμε ότι η ΑΕ είναι η μία τρχοτόμος της 
[image: image314.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image315.wmf]∠

Α-
[image: image316.wmf]∠

Β=ω.

Η άλλη τριχοτόμος ΑΖ της γωνίας ΒΑΔ είναι προφανώς η διχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.
(γ). Απόδειξη.

Επειδή, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι 
[image: image317.wmf]∠

ΑΔΒ=2
[image: image318.wmf]∠

Β και επειδή 
[image: image319.wmf]∠

ΑΕΔ=600, σύμφωνα με το ευθύ (Περίπτωση 1, Ζητούμενο 1) της Πρότασης 23, η ΑΕ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνιάς ΒΑΔ. 
(δ). Διερεύνηση.

Όπως παρακάτω φαίνεται, το Πρόβλημα αυτό, αληθεύει και όταν 
[image: image320.wmf]∠

Β>
[image: image321.wmf]∠

Α, ενώ έχει πάντοτε λύση. 
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Τρόπος 2.

(α). Ανάλυση.
Αν θεωρήσουμε ότι η ζητούμενη μία τριχοτόμος της 
[image: image322.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image323.wmf]∠

Α-
[image: image324.wmf]∠

Β=ω, κατασκευάσθηκε και είναι η ΑΖ (προσκείμενη στην ΑΔ), τότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 23 (Περίπτωση 1, Ζητούμενο 2), θα είναι 
[image: image325.wmf]∠

ΓΑΖ=600, που εύκολα κατασκευάζεται, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή.
(β). Κατασκευή.

Από το Α φέρουμε ευθεία ΑΖ, έτσι ώστε να είναι 
[image: image326.wmf]∠

ΓΑΖ=600.

Λέμε ότι η ΑΖ είναι η μία τρχοτόμος της 
[image: image327.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image328.wmf]∠

Α-
[image: image329.wmf]∠

Β=ω.

Η άλλη τριχοτόμος ΑΕ της γωνίας ΒΑΔ είναι προφανώς η διχοτόμος της γωνίας ΒΑΖ.
(γ). Απόδειξη.

Επειδή είναι 
[image: image330.wmf]∠

ΓΑΖ=600, σύμφωνα με το ευθύ (Περίπτωση 1, Ζητούμενο 2) της Πρότασης 23, η ΑΖ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνιάς ΒΑΔ. 
(δ). Διερεύνηση.

Όπως παρακάτω φαίνεται, το Πρόβλημα αυτό αληθεύει και όταν 
[image: image331.wmf]∠

Β>
[image: image332.wmf]∠

Α, ενώ έχει πάντοτε λύση. 

Περίπτωση 2. Αν 
[image: image333.wmf]∠

Α<
[image: image334.wmf]∠

Β (Σχήμα 16). 
Στην περίπτωση αυτή τα σημεία Δ, Ε, Ζ θα βρίσκονται προφανώς στην προέκταση του ΒΓ, έστω προς το Β.
Τρόπος 1.
(α). Ανάλυση.
Αν θεωρήσουμε ότι η ζητούμενη μία τριχοτόμος της 
[image: image335.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image336.wmf]∠

Β-
[image: image337.wmf]∠

Α=ω, κατασκευάσθηκε και είναι η ΑΕ (προσκείμενη στην ΑΒ), τότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 23 (Περίπτωση 2, Ζητούμενο 1), θα είναι 
[image: image338.wmf]∠

ΑΕΓ=600, που εύκολα κατά τα γνωστά κατασκευάζεται (Βλέπε Κατασκευή 4), οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή.
(β). Κατασκευή.

Από το Α φέρουμε ευθεία ΑΕ, έτσι ώστε να είναι 
[image: image339.wmf]∠

ΑΕΓ=600, κατά τα γνωστά (Τρόποι 1 και 2 της Κατασκευής 4).

Λέμε ότι η ΑΕ είναι η μία τρχοτόμος της 
[image: image340.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image341.wmf]∠

Β-
[image: image342.wmf]∠

Α=ω.
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Η άλλη τριχοτόμος ΑΖ της γωνίας ΒΑΔ, είναι προφανώς η διχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.
(γ). Απόδειξη.

Επειδή είναι 
[image: image343.wmf]∠

ΑΕΓ=600, σύμφωνα με το ευθύ (Περίπτωση 2, Ζητούμενο 1) της Πρότασης 23, η ΑΕ είναι η μία τριχοτόμος της γωνιάς ΒΑΔ. 
(δ). Διερεύνηση.

Το Πρόβλημα αυτό αληθεύει και όταν 
[image: image344.wmf]∠

Α>
[image: image345.wmf]∠

Β, όπως παραπάνω είδαμε, ενώ έχει πάντοτε λύση. 
Τρόπος 2.

(α). Ανάλυση.
Αν θεωρήσουμε ότι η ζητούμενη μία τριχοτόμος της 
[image: image346.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image347.wmf]∠

Β-
[image: image348.wmf]∠

Α=ω, κατασκευάσθηκε και είναι η ΑΖ (προσκείμενη στην ΑΔ), τότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 23 (Περίπτωση 2, Ζητούμενο 2), θα είναι 
[image: image349.wmf]∠

ΓΑΖ=600, που εύκολα κατασκευάζεται, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή.
(β). Κατασκευή.

Από το Α φέρουμε ευθεία ΑΖ, έτσι ώστε να είναι 
[image: image350.wmf]∠

ΓΑΖ=600.

Λέμε ότι η ΑΖ είναι η μία τρχοτόμος της 
[image: image351.wmf]∠

ΒΑΔ=
[image: image352.wmf]∠

Β-
[image: image353.wmf]∠

Α=ω.

Η άλλη τριχοτόμος ΑΕ της γωνίας ΒΑΔ είναι προφανώς η διχοτόμος της γωνίας ΒΑΖ.
(γ). Απόδειξη.

Επειδή είναι 
[image: image354.wmf]∠

ΓΑΖ=600, σύμφωνα με το ευθύ (Περίπτωση 2, Ζητούμενο 2) της Πρότασης 23, η ΑΖ είναι η μία τριχοτόμος της γωνιάς ΒΑΔ. 
(δ). Διερεύνηση.

Το Πρόβλημα αυτό αληθεύει και όταν 
[image: image355.wmf]∠

Β<
[image: image356.wmf]∠

Α, όπως παραπάνω είδαμε, ενώ έχει πάντοτε λύση. 

Παρατηρήσεις.
(α). Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 12, 16 και 27.

(β). Σύμφωνα με την απόδειξη της περίπτωσης 1 (Σχήμα 15), του ζητούμενου 2 (ευθύ) της Πρότασης 23 και η ΑΓ είναι τριχοτόμος της γωνίας ΔΑχ.

Το ίδιο συμβαίνει και στο σχήμα 16, καθώς στην προέκταση της ΑΒ, προς το Α, αν ορίσουμε σημείο χ, τότε θα είναι:  
[image: image357.wmf]∠

ΔΑΓ=
[image: image358.wmf]∠

Α+
[image: image359.wmf]∠

Β-
[image: image360.wmf]∠

Α και 
[image: image361.wmf]∠

ΓΑχ=2
[image: image362.wmf]∠

Β, οπότε 
[image: image363.wmf]∠

ΓΑχ=2
[image: image364.wmf]∠

ΔΑΓ.
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Τριχοτόμηση αθροίσματος και διαφοράς δύο γωνιών.

Πρόταση 25 (Σχήματα 18 και 19).
Σε κάθε ζεύγος γωνιών, του οποίου οι δύο γωνίες έχουν τριχοτομηθεί, τότε και η γωνία του αθροίσματός τους ή η γωνία της διαφοράς τους, τριχοτομείται (Με κανόνα και διαβήτη). Να δοθεί και ο τρόπος τριχοτόμησης των γωνιών αυτών.

[image: image427.bmp]
Απόδειξη.

Τοποθετούμε τις δύο γωνίες έτσι ώστε να έχουν κοινή κορυφή και κοινή την μία πλευρά τους, όπως στα σχήματα 18 και 19 φαίνεται.
(α). Πρώτο Ζητούμενο (Σχήμα 18).

Έστω ότι οι δύο τριχοτομημένες γωνίες είναι οι ΧΟΨ και ΨΟΖ, με:

1/3.
[image: image365.wmf]∠

ΧΟΨ =ω και 1/3.
[image: image366.wmf]∠

ΨΟΖ=φ. (1).
Θα αποδείξουμε ότι και η γωνία ΧΟΖ, τριχοτομείται.

Πραγματικά, αν 1/3.
[image: image367.wmf]∠

ΧΟΖ=α,   (2).
[image: image428.emf]60
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Σχήμα 16.

τότε θα είναι:          3φ+3ω=3α ή α=φ+ω=
[image: image368.wmf]∠

βΟγ.                           (3).
Άρα, αφού οι γωνίες φ και ω είναι 

γνωστές και το άθροισμά τους θα 

είναι γνωστό. Δηλαδή το α, που είναι το 1/3 της γωνίας ΧΟΖ είναι γνωστό και επομένως και η γωνία ΧΟΖ τριχοτομείται εύκολα, κατά τα γνωστά (Με κανόνα και διαβήτη)..

(β). Δεύτερο  Ζητούμενο (Σχήμα 19).

Έστω ότι οι δύο τριχοτομημένες γωνίες είναι οι ΧΟΨ και ΨΟΖ, με 
[image: image369.wmf]∠

ΧΟΨ>
[image: image370.wmf]∠

ΨΟΖ, 1/3.
[image: image371.wmf]∠

ΧΟΨ =ω και 1/3.
[image: image372.wmf]∠

ΨΟΖ=φ.                              (1). 

-81-

Θα αποδείξουμε ότι και γωνία ΧΟΖ, τριχοτομείται.

Πραγματικά, αν                           1/3.
[image: image373.wmf]∠

ΧΟΖ=α,                                                  (2).
τότε θα είναι:                               3ω-3φ=3α ή α=ω-φ=
[image: image374.wmf]∠

βΟγ.                          (3)
Άρα, αφού οι γωνίες φ και ω είναι γνωστές και η διαφορά τους θα είναι γνωστή. Δηλαδή το α, που είναι το 1/3 της γωνίας ΧΟΖ είναι γνωστό και επομένως και η γωνία ΧΟΖ τριχοτομείται εύκολα, κατά τα γνωστά (Με κανόνα και διαβήτη).

Ειδικές Περιπτώσεις.

(α). Οι δύο γωνίες έχουν Άθροισμα ή Διαφορά 900.

1/. Με Άθροισμα 900 (Σχήμα 18).

Δίνεται γωνία ΧΟΨ, της οποίας η συμπληρωματική γωνία ΨΟΖ, έχει τριχοτομηθεί. 

Ζητείται να αποδειχθεί ότι και η γωνία ΧΟΨ τριχοτομείται (Με Κανόνα και διαβήτη).

Απόδειξη.

Αν 1/3. 
[image: image375.wmf]∠

ΧΟΨ=ω, 1/3.
[image: image376.wmf]∠

ΨΟΖ=φ και επειδή 1/3.
[image: image377.wmf]∠

ΧΟΖ=300, σύμφωνα με την Πρόταση 25 § (α), θα είναι:         ω+φ=300, ή ω=300-φ=
[image: image378.wmf]∠

ΨΟβ.

Άρα, επειδή η φ μας δίνεται και η ω θα κατασκευάζεται, οπότε με τη χρήση αυτής και η 
[image: image379.wmf]∠

ΧΟΨ τριχοτομείται εύκολα (Με Κανόνα και διαβήτη).
2/. Με Διαφορά 900 (Σχήμα 19).

Δίνεται γωνία ΧΟΨ και γωνία ΨΟΖ, για τις οποίες είναι 
[image: image380.wmf]∠

ΧΟΨ>
[image: image381.wmf]∠

ΨΟΖ και 
[image: image382.wmf]∠

ΧΟΨ-
[image: image383.wmf]∠

ΨΟΖ=
[image: image384.wmf]∠

ΧΟΖ=900 και από τις οποίες η 
[image: image385.wmf]∠

ΨΟΖ έχει τριχοτομηθεί.

Ζητείται να αποδειχθεί ότι και η γωνία ΧΟΨ τριχοτομείται (Με Κανόνα και διαβήτη).

Απόδειξη.

Αν 1/3. 
[image: image386.wmf]∠

ΧΟΨ=ω, 1/3.
[image: image387.wmf]∠

ΨΟΖ=φ και επειδή 1/3.
[image: image388.wmf]∠

ΧΟΖ=300, σύμφωνα με την Πρόταση 25 § (β), θα είναι:           ω-φ=300, ή  ω=300+φ=
[image: image389.wmf]∠

δΟε.

Άρα, επειδή η φ μας δίνεται και η ω θα κατασκευάζεται, οπότε με τη χρήση αυτής και η 
[image: image390.wmf]∠

ΧΟΨ τριχοτομείται εύκολα (Με Κανόνα και διαβήτη).
(β). Οι δύο γωνίες έχουν Άθροισμα ή Διαφορά 1800.
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1/. Με Άθροισμα 1800 (Σχήμα 18).

Δίνεται γωνία ΧΟΨ, της οποίας η παραπληρωματική γωνία ΨΟΖ, έχει τριχοτομηθεί. 

Ζητείται να αποδειχθεί ότι και η γωνία ΧΟΨ τριχοτομείται (Με Κανόνα και διαβήτη).

Απόδειξη.

Αν 1/3. 
[image: image391.wmf]∠

ΧΟΨ=ω, 1/3.
[image: image392.wmf]∠

ΨΟΖ=φ και επειδή 1/3.
[image: image393.wmf]∠

ΧΟΖ=600, σύμφωνα με την Πρόταση 25 § (α), θα είναι:        ω+φ=600, ή ω=600-φ=
[image: image394.wmf]∠

ΨΟβ.

Άρα, επειδή η φ μας δίνεται και η ω θα κατασκευάζεται, οπότε με τη χρήση αυτής και η 
[image: image395.wmf]∠

ΧΟΨ τριχοτομείται εύκολα (Με Κανόνα και διαβήτη).
2/. Με Διαφορά 1800 (Σχήμα 19).

Δίνεται γωνία ΧΟΨ>1800 και γωνία ΨΟΖ<1800, για τις οποίες είναι 
[image: image396.wmf]∠

ΧΟΨ-
[image: image397.wmf]∠

ΨΟΖ=
[image: image398.wmf]∠

ΧΟΖ=1800 και από τις οποίες η 
[image: image399.wmf]∠

ΨΟΖ έχει τριχοτομηθεί.

Ζητείται να αποδειχθεί ότι και η γωνία ΧΟΨ τριχοτομείται (Με Κανόνα και διαβήτη).

Απόδειξη.

Αν 1/3. 
[image: image400.wmf]∠

ΧΟΨ=ω, 1/3.
[image: image401.wmf]∠

ΨΟΖ=φ και επειδή 1/3.
[image: image402.wmf]∠

ΧΟΖ=600, σύμφωνα με την Πρόταση 25 § (β), θα είναι:     ω-φ=600, ή ω=600+φ=
[image: image403.wmf]∠

δΟε.

Άρα, επειδή η φ μας δίνεται και η ω θα κατασκευάζεται, οπότε με τη χρήση αυτής και η 
[image: image404.wmf]∠

ΧΟΨ τριχοτομείται εύκολα (Με Κανόνα και διαβήτη).
(γ). Οι δύο γωνίες έχουν Άθροισμα ή Διαφορά 3600.

1/. Με Άθροισμα 3600 (Σχήμα 18).

Δίνονται γωνίες ΧΟΨ (κυρτή) και ΨΟΖ (κυρτή) για τις οποίες είναι 
[image: image405.wmf]∠

ΧΟΨ+
[image: image406.wmf]∠

ΨΟΖ=
[image: image407.wmf]∠

ΧΟΖ=3600, και από τις οποίες η 
[image: image408.wmf]∠

ΨΟΖ έχει τριχοτομηθεί (Με Κανόνα και διαβήτη). Ζητείται να αποδειχθεί ότι και η γωνία ΧΟΨ τριχοτομείται (Με Κανόνα και διαβήτη).
Απόδειξη.

Αν 1/3. 
[image: image409.wmf]∠

ΧΟΨ=ω, 1/3.
[image: image410.wmf]∠

ΨΟΖ=φ και επειδή 1/3.
[image: image411.wmf]∠

ΧΟΖ=1200, σύμφωνα με την Πρόταση 25 § (α), θα είναι:             ω+φ=1200, ή ω=1200-φ=
[image: image412.wmf]∠

ΨΟβ.

Άρα, επειδή η φ μας δίνεται και η ω θα κατασκευάζεται, οπότε με τη χρήση αυτής και η 
[image: image413.wmf]∠

ΧΟΨ τριχοτομείται εύκολα (Με Κανόνα και διαβήτη).
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2/. Με Διαφορά 3600 (Σχήμα 19).

Δίνεται γωνία ΧΟΨ>3600 και γωνία ΨΟΖ<3600, για τις οποίες είναι ΟΧ≡ΟΖ  και 
[image: image414.wmf]∠

ΧΟΨ-
[image: image415.wmf]∠

ΨΟΖ=(
[image: image416.wmf]∠

ΧΟΖ+
[image: image417.wmf]∠

ΖΟΨ)-
[image: image418.wmf]∠

ΨΟΖ=
[image: image419.wmf]∠

ΧΟΖ=3600 και από τις οποίες η 
[image: image420.wmf]∠

ΨΟΖ έχει τριχοτομηθεί.

Ζητείται να αποδειχθεί ότι και η γωνία ΧΟΨ τριχοτομείται (Με Κανόνα και διαβήτη).

Απόδειξη.

Αν 1/3. 
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ΧΟΨ=ω, 1/3.
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ΨΟΖ=φ και επειδή 1/3.
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ΧΟΖ=1200, σύμφωνα με την Πρόταση 25 § (β), θα είναι:    ω-φ=1200, ή ω=1200+φ=
[image: image424.wmf]∠

δΟε.

Άρα, επειδή η φ μας δίνεται και η ω θα κατασκευάζεται, οπότε με τη χρήση αυτής και η 
[image: image425.wmf]∠

ΧΟΨ τριχοτομείται εύκολα (Με Κανόνα και διαβήτη).
Παρατήρηση.

Σχετικό είναι και το Θεώρημα 5.

Συνέχεια στο συνημμένο 295.

[image: image429.jpg]


[image: image430.emf]ù


ù


ö


ù


ö


ö


á


O


X


á


ã


â


Ø


ä


Æ


Ó÷Þìá 18.
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Σχήμα 18.
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Ó÷Þìá 19.
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Σχήμα 19.
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