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(Συνημμένο 288. Συνέχεια από συνημμένο 287).
Τριχοτόμηση της Γωνίας της Διαφοράς των Γωνιών Ισοσκελούς Τριγώνου.

Πρόταση 15 (Σχήμα 12).
Σε ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ (ΟΑ=ΟΒ), του οποίου 
[image: image129.jpg]


Ο<
[image: image2.wmf]∠

Α=
[image: image3.wmf]∠

Β, αν Γ είναι σημείο της πλευράς του ΟΒ, τέτοιο ώστε ΑΓ=ΑΒ και αν Δ και Ε είναι σημεία της ΟΒ (ΟΔ<ΟΕ), τέτοια ώστε το τρίγωνο ΑΔΕ, να είναι ισόπλευρο, τότε να αποδειχθεί ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ και η ΑΕ η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΖ (ό
που Ζ είναι σημείο της προέκτασης της ΟΑ, προς το Α).
[image: image1.wmf]∠

Απόδειξη.
Πρώτο Ζητούμενο.

Στο τρίγωνο ΟΑΔ, είναι:


[image: image4.wmf]∠

ΑΔΒ = 600 = 
[image: image5.wmf]∠

Ο + 
[image: image6.wmf]∠

ΟΑΔ    ή 

             
[image: image7.wmf]∠

ΟΑΔ = 600 - 
[image: image8.wmf]∠

Ο.                          (1).
Εύκολα βρίσκουμε ότι:

             
[image: image9.wmf]∠

ΓΑΔ = 
[image: image10.wmf]∠

ΒΑΕ                                (2).
και 
[image: image11.wmf]∠

ΓΑΔ +
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ΓΑΒ+
[image: image13.wmf]∠

ΒΑΕ = 600, ή λόγω της (2) είναι: 2
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ΓΑΔ = 600 -
[image: image15.wmf]∠

ΒΑΓ  ή  
          2
[image: image16.wmf]∠

ΓΑΔ = 600 - 
[image: image17.wmf]∠

Ο.                            (3).
Έτσι, από τις (1), (3)     
[image: image18.wmf]⇒


            
[image: image19.wmf]∠

ΟΑΔ = 2
[image: image20.wmf]∠

ΔΑΓ.                             (4).
Η ισότητα (4), φανερώνει ότι πραγματικά  η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ.
Δεύτερο Ζητούμενο.

Στο τρίγωνο ΑΓΕ, είναι:

[image: image21.wmf]∠

ΓΑΕ = 1800 -
[image: image22.wmf]∠

ΑΓΕ - 
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ΑΕΓ ή 
[image: image24.wmf]∠

ΓΑΕ = 1800 -
[image: image25.wmf]∠

Β – 600 = 1200 – (900 - 
[image: image26.wmf]∠

Ο/2) =300 + 
[image: image27.wmf]∠

Ο/2)                      ή         2
[image: image28.wmf]∠

ΓΑΕ = 600 +
[image: image29.wmf]∠

Ο.                                                (5).
Επίσης, στο τρίγωνο ΟΑΕ, είναι:  
[image: image30.wmf]∠

ΕΑΖ = 
[image: image31.wmf]∠

Ο + 
[image: image32.wmf]∠

ΑΕΟ = 600 + 
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Ο, 

                                              ή       
[image: image34.wmf]∠

ΕΑΖ = 600 + 
[image: image35.wmf]∠

Ο.                                        (6).

Έτσι, από τις (5), (6)     
[image: image36.wmf]⇒

             
[image: image37.wmf]∠

ΕΑΖ = 2
[image: image38.wmf]∠

ΕΑΓ.                                           (7).
Η ισότητα (7), φανερώνει ότι πραγματικά η ΑΕ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΖ.
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Παρατηρήσεις,
(α). Η Πρόταση 15 αντιμετωπίζεται διεξοδικά με τις Προτάσεις 23 και 26 παρακάτω.

(β). Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε ότι η Πρόταση 15 αληθεύει και όταν 
[image: image39.wmf]∠

Ο=900.
(γ). Η Πρόταση 15 αληθεύει και όταν 
[image: image40.wmf]∠

Ο=600, που τότε η απόδειξη είναι προφανής, καθώς τότε η γωνία ΟΑΓ είναι μηδενική και 2
[image: image41.wmf]∠

ΓΑΕ=2.600=1200 και 
[image: image42.wmf]∠

ΕΑΖ=1200, οπότε 
[image: image43.wmf]∠

ΕΑΖ = 2
[image: image44.wmf]∠

ΕΑΓ.
(γ). Ειδική Περίπτωση Χρυσού Ισοσκελούς Τριγώνου (Σχήμα 13).
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Στην ειδική περίπτωση αυτή, ως γνωστό, είναι 
[image: image45.wmf]∠

Ο=360.
Και εδώ προφανώς θα αληθεύει η Πρόταση 15, που τότε η εναλλακτική απόδειξη, των παραπάνω σχέσεων (1)-(3), είναι πολύ εύκολη (Σχήμα 13) και την δίνουμε παρακάτω στην επαλήθευση.

Στην ειδική περίπτωση αυτή δεν αληθεύουν μόνο οι ιδιότητες που προβλέπει η Πρόταση 15, αλλά αληθεύει επί πλέον και η παρακάτω σχέση (3). Έτσι:

Αφού, 
[image: image46.wmf]∠

Ο=360, θα είναι και 
[image: image47.wmf]∠

Α = 
[image: image48.wmf]∠

Β=720.
Ακόμη, θα είναι: 
[image: image49.wmf]∠

ΒΑΓ =360 και  
[image: image50.wmf]∠

ΑΓΒ = 
[image: image51.wmf]∠

Β=720.

Στο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΔΕ, είναι: 
[image: image52.wmf]∠

ΔΑΕ=
[image: image53.wmf]∠

ΑΔΕ=
[image: image54.wmf]∠

ΑΕΔ=600.

Σύμφωνα με την Πρόταση 15, θα είναι:                
[image: image55.wmf]∠

ΟΑΔ=2
[image: image56.wmf]∠

ΓΑΔ.              (1). 

                                                   
[image: image57.wmf]∠

ΕΑΖ=2
[image: image58.wmf]∠

ΓΑΕ.                                               (2).
Επειδή στο τρίγωνο ΑΟΒ, είναι: 
[image: image59.wmf]∠

ΑΒΟ=720=2.360=2
[image: image60.wmf]∠

Ο ή  
[image: image61.wmf]∠

ΑΒΟ = 2
[image: image62.wmf]∠

Ο και  
[image: image63.wmf]∠

ΑΔΒ =600, σύμφωνα με το Θεώρημα 3 (πρώτο αντίστροφο), θα είναι: 

                                                
[image: image64.wmf]∠

ΒΑΔ=2
[image: image65.wmf]∠

ΔΑΟ,                                                (3).
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καθόσον είναι και: 
[image: image66.wmf]∠

Ο=360<450,   
[image: image67.wmf]∠

ΑΒΟ=720<900 [Παρατήρηση (β) του Θεωρήματος 3].
Τούτο μπορεί να αποδειχθεί και ως εξής:
Στο τρίγωνο ΟΑΔ, είναι:


[image: image68.wmf]∠

ΟΑΔ + 
[image: image69.wmf]∠

Ο =
[image: image70.wmf]∠

ΑΔΕ = 600  ή 
[image: image71.wmf]∠

ΟΑΔ = 600 – 360=240,    ή   2
[image: image72.wmf]∠

ΟΑΔ=480.     (4).
Ακόμη, στο τρίγωνο ΑΒΔ, είναι: 


[image: image73.wmf]∠

ΒΑΔ =  1800 - 
[image: image74.wmf]∠

ΑΔΒ - 
[image: image75.wmf]∠

Β = 1800-600-750= 480,   ή   
[image: image76.wmf]∠

ΒΑΔ=480.     (5).
Έτσι, από τις σχέσεις (4), (5)   
[image: image77.wmf]⇒

    
[image: image78.wmf]∠

ΒΑΔ=2
[image: image79.wmf]∠

ΔΑΟ   
[image: image80.wmf]⇒

     (3).

Επαληθεύσεις [Εναλλακτικές αποδείξεις των σχέσεων (1)-(3)].
Εύκολα βρίσκουμε και ότι:


[image: image81.wmf]∠

ΟΑΓ=
[image: image82.wmf]∠

Α - 
[image: image83.wmf]∠

ΒΑΓ = 720-360 = 360 =
[image: image84.wmf]∠

Ο  
[image: image85.wmf]⇒

   ΒΑ=ΑΓ= ΓΟ.


[image: image86.wmf]∠

ΔΑΓ+
[image: image87.wmf]∠

ΒΑΕ + 
[image: image88.wmf]∠

ΒΑΓ = 600, ή 
[image: image89.wmf]∠

ΔΑΓ=
[image: image90.wmf]∠

ΒΑΕ = 300- 180 = 120.


[image: image91.wmf]∠

ΟΑΔ = 
[image: image92.wmf]∠

ΟΑΓ - 
[image: image93.wmf]∠

ΓΑΔ = 360 - 120=240.


[image: image94.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image95.wmf]∠

Ο + 
[image: image96.wmf]∠

ΑΕΟ = 360 + 600 = 960.

Μετά τα παραπάνω, θα είναι:


[image: image97.wmf]∠

ΟΑΔ=240 = 2.120= 2
[image: image98.wmf]∠

ΓΑΔ,            
[image: image99.wmf]⇒

       (1). 


[image: image100.wmf]∠

ΕΑΖ=960 = 2.480=2.(360 + 120) = 2(
[image: image101.wmf]∠

ΒΑΓ + 
[image: image102.wmf]∠

ΒΑΕ)=2
[image: image103.wmf]∠

ΓΑΕ   
[image: image104.wmf]⇒

    (2).

[image: image105.wmf]∠

ΒΑΔ=360 + 120 = 480 =2.240 =
[image: image106.wmf]∠

2
[image: image107.wmf]∠

ΔΑΟ      
[image: image108.wmf]⇒

      (3).

Παρατήρηση (Σχήμα 13).

Από τα παραπάνω, παρατηρούμε ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος και των δύο γωνιών ΟΑΓ ή ΑΟΒ και της γωνίας ΟΑΒ ή ΟΒΑ. Δηλαδή η ΑΔ τριχοτομεί ταυτόχρονα και τις τρεις γωνίες που έχουν μέτρα, τα μέτρα των τριών γωνιών του χρυσού ισοσκελούς τριγώνου.
Γενικές Παρατηρήσεις (Σχήμα 12).

(α). Στη γενική περίπτωση του σχήματος 12, για το τρίγωνο ΟΑΓ, δεν αληθεύει το δεύτερο αντίστροφο του Θεωρήματος 3, δηλαδή δεν είναι 
[image: image109.wmf]∠

ΑΓΟ=2
[image: image110.wmf]∠

Ο, γιατί η γωνία Ο<450, ενώ η γωνία ΑΓΟ>900 [Παρατήρηση (β) του Θεωρήματος 3].

(β). Για να προεπιλέξουμε τη 
[image: image111.wmf]∠

ΟΑΓ=α, την οποία θέλουμε να τριχοτομήσουμε, θα πρέπει να μπορέσουμε να κατασκευάσουμε ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ, έτσι ώστε να είναι:                  α + 
[image: image112.wmf]∠

Ο =
[image: image113.wmf]∠

ΑΓΒ =
[image: image114.wmf]∠

Β ή 
[image: image115.wmf]∠

Β - 
[image: image116.wmf]∠

Ο =α.                      (1).

                                                                      2
[image: image117.wmf]∠

Β + 
[image: image118.wmf]∠

Ο= 1800.                          (2).

Συνεπώς, από τις (1), (2)     
[image: image119.wmf]⇒

    3
[image: image120.wmf]∠

Β = 1800+ α  ή  
[image: image121.wmf]∠

Β = 600+ α/3.                (3).
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Το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ αυτό είναι δυνατό να κατασκευάσουμε, αν γνωρίζουμε πχ τη γωνία Β.

Αλλά τη γωνία Β, σύμφωνα με τη  σχέση (3), για να μπορέσουμε να την κατασκευάσουμε, πρέπει να τριχοτομήσουμε την προεπιλεγμένη γωνία α, που όπως γνωρίζουμε είναι αδύνατο [Το μέγεθος μιας πλευράς του τριγώνου δε μας ενδιαφέρει, γιατί δεν υπεισέρχεται στις σχέσεις (1) και (2), οπότε μπορούμε να το επιλέγουμε εμείς].

(γ). Εύκολα αντιλαμβανόμαστε, ότι στην ουσία η Πρόταση 15 (Σχήμα 12), προκύπτει από το σχήμα 8 (Δηλαδή, το σχήμα 12 είναι μέρος του σχήματος 8).
Πραγματικά, αν στο σχήμα 8, είναι ΑΒ∩Δ2Δ4≡Κ, το τρίγωνο ΚΟΜ1 είναι ισοσκελές (ισοσκελές τραπέζιο ΒΔ2ΟΜ1), ενώ η ΚΜ1 επανατέμνεται από τον κύκλο (Ο,ΟΜ1) στο Δ1. Δηλαδή είναι ΟΜ1=ΟΔ1.
Εξάλλου, επειδή στο σχήμα 8 και το τρίγωνο ΟΡ1Ρ′1 είναι ισόπλευρο από την κατασκευή του, σύμφωνα με την Πρόταση 15, η ΟΡ′1 θα είναι τριχοτόμος της γωνίας ΚΟΔ1 ή της γωνίας Δ1ΟΔ2, ενώ η ΟΡ1 θα είναι η τριχοτόμος της γωνίας Δ1ΟΔ4.. Αυτά έχουν αποδειχθεί και στο Θεώρημα 9α.

Συνεπώς, πραγματικά το σχήμα 12 προκύπτει από το σχήμα 8, οπότε η Πρόταση 15 προέρχεται από το Θεώρημα 9α και κατ’ επέκταση από το Θεώρημα 
1α.

Ακόμη, είναι προφανές ότι μελετώντας τα σχήματα 7-9, είναι δυνατό να προκύψουν και πολλές άλλες σχετικές Προτάσεις, όπως πχ η παραπάνω Πρόταση 15, ή η Πρόταση 11, κτλ.

Τριχοτόμηση της Γωνίας της Διαφοράς των Γωνιών Ισοσκελούς Τριγώνου.
Κατασκευή 16 (Σχήμα 12).
Σε ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ (ΟΑ=ΟΒ), του οποίου 
[image: image122.wmf]∠

Ο<
[image: image123.wmf]∠

Α=
[image: image124.wmf]∠

Β, ορίζουμε σημείο Γ της πλευράς του ΟΒ, τέτοιο ώστε ΑΓ=ΑΒ,  
Ζητείται να τριχοτομηθούν οι γωνίες ΟΑΓ και ΓΑΖ (Όπου Ζ σημείο της προέκτασης της ΟΑ, προς το Α).
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Λύση (Με βάση την πρόταση 15, σχήμα 12).
(α). Ανάλυση.

Αν λάβουμε υπόψη μας την Πρόταση 15, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Στην ΟΒ ορίζουμε σημεία Δ και Ε (ΟΔ<ΟΕ), τέτοια ώστε το τρίγωνο ΑΔΕ, να είναι ισόπλευρο,

Λέμε ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ και η ΑΕ η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΖ.

Οι δεύτερες τριχοτόμοι των γωνιών ΟΑΓ και ΓΑΖ, λέμε ότι είναι οι διχοτόμοι των γωνιών ΔΑΟ και ΖΑΕ, αντίστοιχα των οποίων η κατασκευή γίνεται κατά τα γνωστά.

(γ). Απόδειξη.

Σύμφωνα με τη Πρόταση 15, οι ΑΔ και ΑΕ είναι πραγματικά η μία από τις τριχοτόμους των γωνιών ΟΑΓ και ΓΑΖ, αντίστοιχα.

Ακόμη, είναι προφανές, γιατί πολύ εύκολα αποδεικνύουμε, ότι οι διχοτόμοι των γωνιών ΔΑΟ και ΖΑΕ, είναι οι δεύτερες τριχοτόμοι των γωνιών ΟΑΓ και ΓΑΖ,  αντίστοιχα.
(δ). Διερεύνηση.

Με ανάλογους τρόπους γίνεται η κατασκευή των ζητούμενων τριχτόμων και στις περιπτώσεις που 2.ΟΑ>ΑΒ>ΟΑ ή ΑΒ=ΟΑ, εκτός από την περίπτωση που 0<ΑΒ<ΟΑ, στην οποία αναφέρεται το σχήμα 12 και που αποδείξαμε.
Παρατηρήσεις.

(α). Η Κατασκευή 16 αντιμετωπίζεται διεξοδικά με τις Κατασκευές 24 και 27 παρακάτω.

(β). Σχετική είναι και η παραπάνω Κατασκευή 12.

(γ). Στην ειδική περίπτωση, που το τρίγωνο ΟΑΒ είναι χρυσό (
[image: image125.wmf]∠

Ο=360), τότε η κατασκευή των τριχοτόμων ΑΔ και ΑΕ, είναι πολύ εύκολη (Σχήμα 13) [Πρόταση 16, διερεύνηση (γ)].

(δ). Είναι δυνατό το Πρόβλημα 16 να λυθεί με εφαρμογή της Πρότασης 11, καθώς ο κύκλος (Ο, ΟΑ), περνά από το Β, ενώ ο κύκλος (Α, ΑΒ) περνά από το Γ.

(Η συνέχεια στο συνημμένο 292, που θα ακολουθήσει).
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