(Συνημμένο 287. Συνέχεια από το συνημμένο 286).
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10. ΟΚΤΩ ΑΥΤΟΜΑΤΕΣ ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΕΙΣ ΓΩΝΙΩΝ ΣΕ ΤΥΧΑΙΟ ΡΟΜΒΟ
Πρώτη Προσέγγιση.

Θεώρημα 9 (Σχήμα 7).

Σε τυχαίο ρόμβο ΑΒΓΔ πλευράς α, με κέντρο την τομή Ο των διαγώνιων του γράφουμε τον κύκλο (α), που περνά από τα μέσα Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα (προφανώς είναι ΟΜ1=ΟΜ2=ΟΜ3=ΟΜ4=α/2) και ο οποίος επανατέμνει τις ίδιες πλευρές στα Δ1, Δ2, Δ3, Δ4, αντίστοιχα.
Γράφουμε τους ίσους κύκλους (Μ1, Μ1Ο) ή (α1), (Μ2, Μ2Ο) ή (α2), (Μ3, Μ3Ο) ή (α3), 
(Μ4, Μ4Ο) ή (α4), οι οποίοι τέμνουν τον κύκλο (α), στα ζεύγη των σημείων Κ′4-Κ2, Κ′1-Κ3, Κ′2-Κ4, Κ′3-Κ1, αντίστοιχα, αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 7 φαίνεται.
Να αποδεχθεί ότι:
1/. Οι μη κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΜ2-ΟΜ3, ΟΜ3-ΟΜ4, ΟΜ4-ΟΜ1, ΟΜ1-ΟΜ2, αντίστοιχα.
2/. Οι κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΚ′4-ΟΚ1, ΟΚ′1-ΟΚ2, ΟΚ′2-ΟΚ3, ΟΚ′3-ΟΚ4, αντίστοιχα.
(α). Πληροφορίες για την δομή των σχημάτων 7, 8, 9.
Προτού προβούμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 9, θα μελετήσουμε και θα δώσουμε μερικές τεκμηριωμένες πληροφορίες για τις ιδιότητες που έχουν τα σχήματα 7, 8, 9 (που θα ακολουθήσουν).

Εύκολα αποδεικνύουμε ότι οι Μ1ΟΜ3, Μ2ΟΜ4, είναι ευθείες ίσες και παράλληλες στις πλευρές ΒΓ, ΑΒ, αντίστοιχα. Από τις ευθείες αυτές και τις πλευρές του ρόμβου, σχηματίζονται τέσσερις ίσοι ρόμβοι, οι:

                                  ΑΜ1ΟΜ4, Μ1ΒΜ2Ο, ΟΜ2ΓΜ3, Μ4ΟΜ3Δ,                           (1).
με πλευρές ίσες με α/2 και όμοιοι με τον δοσμένο. 
Οι ακτίνες ΟΔ1, ΟΔ2, ΟΔ3, ΟΔ4, σχηματίζουν με τις ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, αντίστοιχα, ίσες γωνίες με:         ω=
[image: image240.jpg]


Β-
[image: image2.wmf]∠

Α (
[image: image3.wmf]∠

Β≥
[image: image4.wmf]∠

Α) (Θεώρημα 8).               (2).
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(Προφανώς, αν 
[image: image5.wmf]∠

Α=
[image: image6.wmf]∠

Β, τότε ω=μηδέν).

Μετά τα παραπάνω, εύκολα αποδεικνύουμε ότι και οι Δ1ΟΔ3, Δ2ΟΔ4, είναι ευθείες οι οποίες με τις αντίστοιχες πλευρές του ΑΒΓΔ, σχηματίζουν τέσσερα ρομβοειδή:           ΑΔ4ΟΔ1, ΒΔ1ΟΔ2, ΓΔ2ΟΔ3 , ΔΔ3ΟΔ4,                                    (3). 

που έχουν τις ιδιότητες του ρομβοειδούς του Θεωρήματος 5 (Σχήμα 4).

Τα ρομβοειδή αυτά έχουν την μία διαγώνιό τους  ίση με την μικρή ή την μεγάλη διαγώνιό των ρόμβων της (1).

[image: image7]
Ακόμη, από τις ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, ΟΔ1, ΟΔ2, ΟΔ3, ΟΔ4, και τις αντίστοιχες 
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πλευρές του ΑΒΓΔ, σχηματίζονται οι παρακάτω δύο τετράδες ισοσκελών τραπεζίων [σχέσεις (4), (5)], που έχουν τρεις πλευρές τους ίσες με α/2 και που είναι ίσα κατά τετράδα:

--Ίσια μικρά τραπέζια:              ΒΜ1ΟΔ2, ΒΔ1ΟΜ2, ΔΜ3ΟΔ4 , ΔΔ3ΟΜ4.          (4).

Εύκολα βρίσκουμε ότι οι διαγώνιες τούτων είναι ίσες με τις μικρές διαγώνιες των ρόμβων της (1).

--Ίσια μεγάλα τραπέζια:         ΑΜ1ΟΔ4, ΑΔ1ΟΜ4, ΓΜ2ΟΔ3 , ΓΔ2ΟΜ3.            (5).

Εύκολα βρίσκουμε ότι οι διαγώνιες τούτων είναι ίσες με τις μεγάλες διαγώνιες των ρόμβων της (1).

Λόγω συμμετρίας των σχημάτων 7, 9, και οι: 

                                            Κ1ΟΚ3, Κ′1ΟΚ′3, Κ2ΟΚ4, Κ′2ΟΚ′4,                         (6).

είναι ευθείες.

Ομοίως και του σχήματος 8, οι:

                                            Ρ1ΟΡ3, Ρ′1ΟΡ′3, Ρ2ΟΡ4, Ρ′2ΟΡ′4,                          (7).

είναι ευθείες.

(β). Απόδειξη.
1/. Πρώτο Ζητούμενο.

Θεωρούμε τη μη κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, θα αποδείξουμε ότι οι ΟΜ4 και ΟΜ3, είναι οι δύο τριχοτόμοι της.
10ς Τρόπος (Με βάση την παραπάνω δομή του σχήματος 7).

Αν λάβουμε υπόψη μας τις παραπάνω πληροφορίες της παραγράφου (α), τότε εύκολα βρίσκουμε ότι το ΑΔ1ΟΜ4 είναι ισοσκελές τραπέζιο, οπότε: 

                                                      Δ1Μ4=ΑΟ.                                                      (1).
Ακόμη, επειδή οι ρόμβοι ΑΜ1ΟΜ4 και Μ4ΟΜ3Δ είναι ίσοι, θα είναι:

                                                     ΑΟ= Μ4Μ3.                                                     (2).
Έτσι, από τις σχέσεις (1) και (2) 
[image: image8.wmf]⇒

 Δ1Μ4=Μ4Μ3.                                             (3).

Όμοια βρίσκουμε και ότι:            Δ2Μ3=Μ4Μ3.                                                 (4).

Άρα, από τις (3), (4)        
[image: image9.wmf]⇒

            Δ1Μ4=Μ4Μ3= Μ3Δ2.                                    (5).

Παρατηρούμε ότι τα ίσα διαδοχικά τμήματα της (5), είναι και χορδές του κύκλου (α), οπότε θα είναι και:            
[image: image10.wmf]∠

Δ1ΟΜ4=
[image: image11.wmf]∠

 Μ4ΟΜ3=
[image: image12.wmf]∠

 Μ3ΟΔ2.                       (6).

Τούτο σημαίνει ότι πραγματικά αληθεύει το ζητούμενο τούτο.
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20ς Τρόπος (Με βάση την παραπάνω δομή του σχήματος 7).
Σύμφωνα με τη δομή του σχήματος 7, παράγραφος (α) σχέση (5), τα τραπέζια ΑΔ1ΟΜ4 και ΟΔ2ΓΜ3, είναι ισοσκελή και ίσια, ενώ είναι Μ1Μ3//ΑΔ και Μ2Μ4//ΓΔ, θα είναι:              
[image: image13.wmf]∠

Δ1ΟΜ4=
[image: image14.wmf]∠

ΟΜ4Α=
[image: image15.wmf]∠

Μ4ΟΜ3=
[image: image16.wmf]∠

ΟΜ3Γ=
[image: image17.wmf]∠

Μ3ΟΔ2  ή  

                                         
[image: image18.wmf]∠

Δ1ΟΜ4=
[image: image19.wmf]∠

Μ4ΟΜ3=
[image: image20.wmf]∠

Μ3ΟΔ2.                                (7).
30ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 8, σχήμα 7).

Σύμφωνα με την παρατήρηση του Θεωρήματος 8 [σχέση (7)], εύκολα βρίσκουμε ότι:   
[image: image21.wmf]∠

Δ1ΟΜ4 = 
[image: image22.wmf]∠

Δ1ΟΜ1 + 
[image: image23.wmf]∠

Μ1ΟΜ4 = 
[image: image24.wmf]∠

Β =
[image: image25.wmf]∠

Μ4ΟΜ3=
[image: image26.wmf]∠

Μ3ΟΜ2 + 
[image: image27.wmf]∠

Μ2ΟΔ2 = 
[image: image28.wmf]∠

Μ3ΟΔ2         ή         
[image: image29.wmf]∠

Δ1ΟΜ4 = 
[image: image30.wmf]∠

Μ4ΟΜ3 = 
[image: image31.wmf]∠

Μ3ΟΔ2=
[image: image32.wmf]∠

Β.       (8)

Με τους ίδιους τρόπους αποδεικνύουμε και τα υπόλοιπα τρία ζητούμενα της παραγράφου 1/, του Θεωρήματος 9.

2/. Δεύτερο Ζητούμενο.

Θεωρούμε τη κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, θα αποδείξουμε ότι οι ΟΚ′1 και ΟΚ2,  είναι οι δύο τριχοτόμοι της.
10ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 5, σχήμα 7).

Τα τρίγωνα ΟΜ4Κ1 και ΟΜ2Κ′1 επειδή έχουν το καθ’ ένα ίσες πλευρές με α/2, θα είναι ισόπλευρα, οπότε:                      
[image: image33.wmf]∠

Μ4ΟΚ1 = 
[image: image34.wmf]∠

Μ2ΟΚ′1=600.                (1).
Αλλά, επειδή η Μ4ΟΜ2, είναι ευθεία και αληθεύει η (1), θα είναι: 


[image: image35.wmf]∠

Κ1ΟΚ′1 = 1800 - 
[image: image36.wmf]∠

Μ4ΟΚ1 - 
[image: image37.wmf]∠

Μ2ΟΚ′1 =1800-2.600=600, 

                                ή                
[image: image38.wmf]∠

Κ1ΟΚ′1 = 600.                                              (2).

Από τις (1) και (2) 
[image: image39.wmf]⇒

 


[image: image40.wmf]∠

Μ4ΟΚ′1 = 
[image: image41.wmf]∠

Μ4ΟΚ1 + 
[image: image42.wmf]∠

Κ1ΟΚ′1 =2.600=1200,  ή  
[image: image43.wmf]∠

Μ4ΟΚ′1 = 1200.             (3).
Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και ότι:          
[image: image44.wmf]∠

Μ3ΟΚ2 = 1200.                         (4).
Έτσι, αφού αληθεύουν οι (3) και (4) και επειδή όπως αποδείξαμε στο ζητούμενο της υποπαραγράφου 1/, οι ΟΜ3, ΟΜ4 είναι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2, σύμφωνα με το αντίστροφο 2, του ζητούμενου 2 του Θεωρήματος 5, οι ΟΚ′1, ΟΚ2, θα είναι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
20ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 1, σχήμα 7).

(α). Ανάλυση. 

Παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΒΓ, είναι συμμετρικά ως προς την ΟΒ, 
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οπότε και οι κύκλοι (α1), (α2) θα είναι συμμετρικοί ως προς την ΟΒ και επειδή και ο κύκλος (α) είναι συμμετρικός ως προς την ΟΒ και οι τομές Κ′1, Κ2 θα είναι συμμετρικές ως προς την ΟΒ.

Ακόμη παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΒΓ είναι ορθογώνια στο Ο, οι ΟΜ1, ΟΜ2 είναι διάμεσοί τους και ΟΔ1, ΟΔ2, είναι οι ισοκλινείς των ΟΜ1, ΟΜ2, ως προς τις ΑΒ, ΒΓ αντίστοιχα, ενώ τα τρίγωνα ΟΜ1Κ2, ΟΜ2Κ1 είναι ισόπλευρα. Άρα για τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΒΓ, θα ισχύει το ευθύ του παραπάνω Θεωρήματος 1 και η απόδειξή του, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω σύνθεση.
(β). Σύνθεση. 

Αν υψώσουμε κάθετη στο μέσον Ζ του ΒΔ2, αυτή θα τμήσει τον κύκλο (α) σε σημείο Ε, το οποίο, σύμφωνα με το αντίστροφο του Θεωρήματος 1, η ΟΕ θα είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΟΔ2.

Αποδεικνύουμε, όπως στην απόδειξη του αντίστροφου του Θεωρήματος 1, ότι τα Κ′1 και Ε είναι συμμετρικά ως προς την ΟΒ και επειδή όπως είδαμε παραπάνω στην ανάλυση συμμετρικά είναι και τα σημεία Κ′1, Κ2, θα είναι Ε≡Κ2. Έτσι, επειδή η ΟΕ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΟΔ2, τριχοτόμος της ίδιας γωνίας ΒΟΔ2 θα είναι και η ΟΚ2. Δηλαδή θα είναι:

                                        
[image: image45.wmf]∠

Δ2ΟΚ2=2
[image: image46.wmf]∠

Κ2ΟΒ ή φ=2χ.                                        (1).
Αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω και στο τρίγωνο ΟΑΒ, αποδεικνύουμε ότι και η Κ′1, είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Δ1ΟΒ.
Δηλαδή θα είναι:            
[image: image47.wmf]∠

Δ1ΟΚ′1=2
[image: image48.wmf]∠

Κ′1ΟΒ ή φ′=2χ′.                                    (2).
Αλλά, όπως στην παραπάνω ανάλυση αναφέρεται, λόγω συμμετρίας, θα είναι:


[image: image49.wmf]∠

Δ1ΟΚ′1=
[image: image50.wmf]∠

Δ2ΟΚ2 , 
[image: image51.wmf]∠

Κ′1ΟΒ =
[image: image52.wmf]∠

ΒΟΚ2 ή φ′=φ, χ′=χ, ή  2χ′=2χ.                        (3).
Έτσι, από τις σχέσεις (1)-(3) 
[image: image53.wmf]⇒

 

                          φ′=2χ′=2χ=φ ή 
[image: image54.wmf]∠

Δ1ΟΚ′1=
[image: image55.wmf]∠

Κ′1ΟΚ2 =
[image: image56.wmf]∠

Κ2ΟΔ2..                      (4).
Τούτο είναι δυνατό να αποδειχθεί και ως εξής:

Επειδή φ=2χ, φ′=2χ′ και χ=χ′, θα είναι: φ=2χ=χ+χ=χ+χ′=φ′ ή χ+χ′=φ=φ.′

Άρα, προφανώς θα είναι και: 
[image: image57.wmf]∠

Δ3ΟΚ′3=
[image: image58.wmf]∠

Κ′3ΟΚ4 =
[image: image59.wmf]∠

Κ4ΟΔ4..                     (4′).
Αν εργασθούμε όπως παραπάνω και στα ορθογώνια τρίγωνα ΟΒΓ, ΟΓΔ, αποδεικνύουμε και ότι:                    
[image: image60.wmf]∠

Δ2ΟΚ′2=
[image: image61.wmf]∠

Κ′2ΟΚ3=
[image: image62.wmf]∠

Κ3ΟΔ3..               (5).

Άρα, προφανώς θα είναι και: 
[image: image63.wmf]∠

Δ4ΟΚ′4=
[image: image64.wmf]∠

Κ′4ΟΚ1 =
[image: image65.wmf]∠

Κ1ΟΔ1.                       (5′).
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(γ). Διερεύνηση. 

Αν λάβουμε υπόψη μας την διερεύνηση του παραπάνω Θεωρήματος 1, το Θεώρημα 9 αληθεύει  και στην περίπτωση που η ΟΒ<ΟΜ1<ΟΑ, που τότε οι κορυφές Β και Δ του ρόμβου, θα βρίσκονται, μέσα στον κύκλο (α).

Για τον ίδιο λόγο το Θεώρημα 9 αληθεύει και όταν ΑΟ=ΟΒ ή όταν ΟΑ>ΟΒ=ΟΜ1, κτλ.
Συνεπώς, το Θεώρημα 9 αληθεύει όποια και αν είναι τα μέτρα των γωνιών του ρόμβου.

Παρατήρηση.

Είναι φανερό ότι ο μηχανισμός του Θεωρήματος 9, δεν βοηθά στη λύση του γνωστού Προβλήματος της τριχοτόμησης οποιασδήποτε γωνίας , καθώς οι τριχοτομούμενες γωνίες του σχήματος 7, δεν είναι δυνατό να προκαθορισθούν.

Συμπέρασμα.
Από τα παραπάνω, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:

«Με τον Μηχανισμό του Θεωρήματος 9 (Σχήμα 7), προκύπτουν οκτώ γωνίες, που έχουν τριχοτομηθεί αυτόματα.

Δεύτερη Προσέγγιση.
Θεώρημα 9α (Σχήμα 8).

Σε τυχαίο ρόμβο ΑΒΓΔ πλευράς α, με κέντρο την τομή Ο των διαγώνιων του γράφουμε τον κύκλο (α), που περνά από τα μέσα Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα (προφανώς είναι ΟΜ1=ΟΜ2=ΟΜ3=ΟΜ4=α/2) και ο οποίος επανατέμνει τις ίδιες πλευρές στα Δ1, Δ2, Δ3, Δ4, αντίστοιχα.

Με κοινή κορυφή το Ο και με βάσεις που να βρίσκονται στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, του ρόμβου, κατασκευάζουμε ισόπλευρα τρίγωνα ΟΡ1Ρ′1, ΟΡ2Ρ′2, ΟΡ3Ρ′3, ΟΡ4Ρ′4, αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 8 φαίνεται.
Να αποδεχθεί ότι:
1/. Οι μη κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΜ2-ΟΜ3, ΟΜ3-ΟΜ4, ΟΜ4-ΟΜ1, ΟΜ1-ΟΜ2, αντίστοιχα.
2/. Οι κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ευθειών ΟΡ′4 - ΟΡ1, ΟΡ′1 - ΟΡ2, ΟΡ′2 - ΟΡ3, ΟΡ′3 - ΟΡ4, αντίστοιχα.
[image: image66]
(α). Απόδειξη (Σχήμα 8).
1/. Πρώτο Ζητούμενο.

Όπως ακριβώς στην παραπάνω παράγραφο (β)1/ του Θεωρήματος 9.
2/. Δεύτερο Ζητούμενο.
Θεωρούμε πχ τη κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, θα αποδείξουμε ότι οι ΟΡ′1 και ΟΡ2,  είναι οι δύο τριχοτόμοι της.
10ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 5, σχήμα 8).

Επειδή Μ4Ο//ΑΒ και   
[image: image67.wmf]∠

ΟΡ1Ρ′1=600           
[image: image68.wmf]⇒

         
[image: image69.wmf]∠

Μ4ΟΡ1=600.                     (1).
Αλλά είναι και 
[image: image70.wmf]∠

Ρ1ΟΡ′1=600, οπότε: 
[image: image71.wmf]∠

Μ4ΟΡ1+ 
[image: image72.wmf]∠

Ρ1ΟΡ′1=1200=
[image: image73.wmf]∠

Μ4ΟΡ′1  ή 

                                                
[image: image74.wmf]∠

Μ4ΟΡ′1=1200.                                                   (2).
Όμοια βρίσκουμε και ότι:      
[image: image75.wmf]∠

Μ3ΟΡ2=1200.                                                   (3).

Έτσι, επειδή αληθεύουν οι (2), (3), και επειδή οι ΟΜ3, ΟΜ4, όπως αποδείξαμε παραπάνω στην παράγραφο (α)1/, είναι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας 
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Δ1ΟΔ2, σύμφωνα με το αντίστροφο 2 του ζητούμενου 2 του Θεωρήματος 5, οι ΟΡ′1, ΟΡ2, θα είναι πραγματικά οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
20ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 5, σχήμα 8).

Λόγω συμμετρίας των ορθογώνιων τριγώνων ΟΑΒ, ΟΒΓ ως προς την ΟΒ, θα είναι:                                       
[image: image76.wmf]∠

ΟΔ1Β = 
[image: image77.wmf]∠

ΟΔ2Β.                                            (1).

Αλλά, είναι και                       
[image: image78.wmf]∠

ΟΔ1Β= 
[image: image79.wmf]∠

ΟΜ1Α=
[image: image80.wmf]∠

Β.                                     (2).

Άρα, από τις (1), (2) 
[image: image81.wmf]⇒

           
[image: image82.wmf]∠

ΟΔ1Β= 
[image: image83.wmf]∠

ΟΔ2Β=
[image: image84.wmf]∠

Β.                                    (3).

Βλέπουμε επομένως ότι το τετράπλευρο ΟΔ1ΒΔ2 είναι ρομβοειδές συμμετρικό ως προς ΜΟΒ και στο οποίο αληθεύει η σχέση (3), ενώ οι ΟΡ′1, ΟΡ2 , από την κατασκευή τους, έχουν 
[image: image85.wmf]∠

ΟΡ′1Δ1= 
[image: image86.wmf]∠

ΟΡ2Δ2=600, οπότε, σύμφωνα με το αντίστροφο 1 του ζητούμενου 1 του Θεωρήματος 5, θα είναι: 
                                       Δ1ΟΡ′1=
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Ρ′1 ΟΡ2=
[image: image88.wmf]∠

Ρ2ΟΔ2=φ. 
Με τους ίδιους τρόπους αποδεικνύουμε και τα υπόλοιπα τρία ζητούμενα της υποπαραγράφου 2/, του Θεωρήματος 9α.

(β). Διερεύνηση. 

Αν λάβουμε υπόψη μας την διερεύνηση του παραπάνω Θεωρήματος 1α, το Θεώρημα 9α αληθεύει  και στην περίπτωση που η ΟΒ<ΟΜ1<ΟΑ, που τότε οι κορυφές Β και Δ του ρόμβου, θα βρίσκονται, μέσα στον κύκλο (α).

Για τον ίδιο λόγο το Θεώρημα 9α αληθεύει και όταν ΑΟ=ΟΒ ή όταν 

ΟΑ>ΟΒ=ΟΜ1, κτλ.
Συνεπώς, το Θεώρημα 9α αληθεύει όποια και αν είναι τα μέτρα των γωνιών του ρόμβου (Τυχαίος ρόμβος).

Παρατήρηση.

Είναι φανερό ότι ο μηχανισμός του Θεωρήματος 9α, δεν βοηθά στη λύση του γνωστού άλυτου Προβλήματος της τριχοτόμησης οποιασδήποτε γωνίας, καθώς οι οκτώ τριχοτομούμενες γωνίες του σχήματος 8, δεν είναι δυνατό να προκαθορισθούν.

Συμπέρασμα.
Από τα παραπάνω, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:

«Με τον Μηχανισμό του Θεωρήματος 9α (Σχήμα 8), προκύπτουν οκτώ γωνίες, που έχουν τριχοτομηθεί αυτόματα.
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Τρίτη Προσέγγιση.
Θεώρημα 9β (Σχήμα 9).

Σε τυχαίο ρόμβο ΑΒΓΔ πλευράς α, με κέντρο την τομή Ο των διαγώνιων του γράφουμε τον κύκλο (α), που περνά από τα μέσα Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα (προφανώς είναι ΟΜ1=ΟΜ2=ΟΜ3=ΟΜ4=α/2) και ο οποίος επανατέμνει τις ίδιες πλευρές στα Δ1, Δ2, Δ3, Δ4, αντίστοιχα.

Φέρουμε τις μεσοκάθετες στις ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, οι οποίες τέμνουν τον κύκλο (α), στα ζεύγη των σημείων Κ′4-Κ2, Κ′1-Κ3, Κ′2-Κ4, Κ′3-Κ1, αντίστοιχα, αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 9 φαίνεται.
Να αποδεχθεί ότι:
1/. Οι μη κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΜ2-ΟΜ3, ΟΜ3-ΟΜ4, ΟΜ4-ΟΜ1, ΟΜ1-ΟΜ2, αντίστοιχα.
2/. Οι κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΚ′4-ΟΚ1, ΟΚ′1-ΟΚ2, ΟΚ′2-ΟΚ3, ΟΚ′3-ΟΚ4, αντίστοιχα.
[image: image89]
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(α). Απόδειξη (Σχήμα 9).
1/. Πρώτο Ζητούμενο.

Όπως ακριβώς στην παραπάνω παράγραφο (β)1/ του Θεωρήματος 9.
2/. Δεύτερο Ζητούμενο.
Θεωρούμε πχ τη κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, θα αποδείξουμε ότι οι ΟΚ′1 και ΟΚ2,  είναι οι δύο τριχοτόμοι της.
10ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 1, σχήμα 9).

Θεωρούμε το ισοσκελές τραπέζιο ΒΔ2ΟΜ1, όπου η Κ′4Κ2, περνά από τα μέσα των βάσεών του, οπότε η Κ′4Κ2 είναι μεσοκάθετη και στο τμήμα ΒΔ2.

Δηλαδή η μεσοκάθετη στο ΒΔ2 τέμνει τον κύκλο (α) στο Κ2, οπότε σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 1, η ΟΚ2 είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΟΔ2. 

Όμοια βρίσκουμε ότι και η ΟΚ′1, είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΟΔ1.
Μετά τα παραπάνω, συνεχίζουμε όπως στην σύνθεση του τρόπου 2 του ζητούμενου 2, του Θεωρήματος 9.

20ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 5, σχήμα 9).

Επειδή η Κ1Κ′3 είναι μεσοκάθετη στην ακτίνα ΟΜ4 του κύκλου (α), θα είναι:
Μ4Κ1 = Κ1Ο = ΟΜ4 
[image: image90.wmf]⇒

  ότι το τρίγωνο ΟΜ4Κ1, είναι ισόπλευρο, οπότε:

                                                 
[image: image91.wmf]∠

Μ4 ΟΚ1=600.                                                       (1).
Όμοια βρίσκουμε και ότι :      
[image: image92.wmf]∠

 Μ2 ΟΚ′ 1=600.                                                   (1).
Μετά τα παραπάνω, συνεχίζουμε όπως στον τρόπο 1 του ζητούμενου 2, του Θεωρήματος 9.

Με τους ίδιους τρόπους αποδεικνύουμε και τα υπόλοιπα τρία ζητούμενα της παραγράφου 2/, του Θεωρήματος 9β.
(β). Διερεύνηση. 

Αν λάβουμε υπόψη μας την διερεύνηση του παραπάνω Θεωρήματος 1, το Θεώρημα 9β αληθεύει  και στην περίπτωση που η ΟΒ<ΟΜ1<ΟΑ, που τότε οι κορυφές Β και Δ του ρόμβου, θα βρίσκονται, μέσα στον κύκλο (α).

Για τον ίδιο λόγο το Θεώρημα 9β αληθεύει και όταν ΑΟ=ΟΒ ή όταν 

ΟΑ>ΟΒ=ΟΜ1, κτλ.
Συνεπώς, το Θεώρημα 9β αληθεύει όποια και αν είναι τα μέτρα των γωνιών του ρόμβου (Τυχαίος ρόμβος).
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Παρατηρήσεις.

(α). Είναι φανερό ότι ο μηχανισμός του Θεωρήματος 9β, δεν βοηθά στη λύση 
του γνωστού άλυτου Προβλήματος της τριχοτόμησης οποιασδήποτε γωνίας, καθώς οι τριχοτομούμενες γωνίες του σχήματος 9, δεν είναι δυνατό να προκαθορισθούν.

(β). Οι Κ′3Κ1, Κ′4Κ2, Κ′1Κ3, Κ′2Κ4, λόγω συμμετρίας κατά διαδοχικά ζεύγη, ως προς τις ΑΓ, ΒΔ, εύκολα βρίσκουμε ότι τέμνονται στις ΑΓ, ΒΔ. 

Επίσης οι Κ′3Κ1, Κ′4Κ2, Κ′1Κ3, Κ′2Κ4, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι αντιπαράλληλες στις ΑΔ, ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, αντίστοιχα.
Συμπέρασμα.
Από τα παραπάνω, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:

«Με τον Μηχανισμό του Θεωρήματος 9β (Σχήμα 9), προκύπτουν οκτώ γωνίες, που έχουν τριχοτομηθεί αυτόματα.
Τετάρτη Προσέγγιση.
Θεώρημα 9γ (Σχήμα 8).

Σε τυχαίο ρόμβο ΑΒΓΔ πλευράς α, με κέντρο την τομή Ο των διαγώνιων του γράφουμε τον κύκλο (α), που περνά από τα μέσα Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα (προφανώς είναι ΟΜ1=ΟΜ2=ΟΜ3=ΟΜ4=α/2) και ο οποίος επανατέμνει τις ίδιες πλευρές στα Δ1, Δ2, Δ3, Δ4, αντίστοιχα.

Στρέφουμε, περί το Ο, τα τμήματα ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, κατά γωνίες 1200, πρώτα αριστερόστροφα και παίρνουμε τα ΟΡ4, ΟΡ1, ΟΡ2, ΟΡ3, και στη συνέχεια δεξιόστροφα και παίρνουμε τα τμήματα ΟΡ′2, ΟΡ′3, ΟΡ′4, ΟΡ′1 αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 8, φαίνεται.

Να αποδεχθεί ότι:
1/. Οι μη κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΜ2-ΟΜ3, ΟΜ3-ΟΜ4, ΟΜ4-ΟΜ1, ΟΜ1-ΟΜ2, αντίστοιχα.
2/. Οι κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ευθειών ΟΡ′4 - ΟΡ1, ΟΡ′1 - ΟΡ2, ΟΡ′2 - ΟΡ3, ΟΡ′3 - ΟΡ4, αντίστοιχα.
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(α). Απόδειξη (Σχήμα 8).
1/. Πρώτο Ζητούμενο.

Όπως ακριβώς στην παραπάνω παράγραφο (β)1/ του Θεωρήματος 9.
2/. Δεύτερο Ζητούμενο.
Θεωρούμε πχ τη κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, θα αποδείξουμε ότι οι ΟΡ′1 και ΟΡ2,  είναι οι δύο τριχοτόμοι της.

Επειδή πχ οι ΟΜ4 και ΟΜ3 είναι οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2 (υποπαράγραφος 1/), οι γωνίες Μ4ΟΡ′1 και Δ3ΟΡ2 είναι 1200, από την κατασκευή τους και επειδή το τετράπλευρο ΟΔ1ΒΔ2, είναι ρομβοειδές, συμμετρικό ως προς την ΟΒ, έχει τις γωνίες ΟΔ1Β, ΟΔ2Β ίσες λόγω συμμετρίας και είναι 
[image: image94.wmf]∠

ΟΔ1Β= 
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ΟΜ1Α=
[image: image96.wmf]∠

Β, θα είναι 
[image: image97.wmf]∠

ΟΔ1Β= 
[image: image98.wmf]∠

Β =
[image: image99.wmf]∠

ΟΔ2Β, σύμφωνα με το αντίστροφο 2 του ζητούμενου 2 του Θεωρήματος 5, οι ΟΡ′1 και ΟΡ2  είναι πραγματικά οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε και τα υπόλοιπα τρία ζητούμενα της παραγράφου 2/, του Θεωρήματος 9γ.
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(β). Διερεύνηση. 

Αν λάβουμε υπόψη μας την διερεύνηση του παραπάνω Θεωρήματος 1, το Θεώρημα 9γ αληθεύει και στην περίπτωση που η ΟΒ<ΟΜ1<ΟΑ, που τότε οι κορυφές Β και Δ του ρόμβου, θα βρίσκονται, μέσα στον κύκλο (α).

Για τον ίδιο λόγο το Θεώρημα 9γ αληθεύει και όταν ΑΟ=ΟΒ ή όταν 

ΟΑ>ΟΒ=ΟΜ1, κτλ.
Συνεπώς, το Θεώρημα 9γ αληθεύει όποια και αν είναι τα μέτρα των γωνιών του ρόμβου (Τυχαίος ρόμβος).

Παρατήρηση.

Είναι φανερό ότι ο μηχανισμός του Θεωρήματος 9γ, δεν βοηθά στη λύση 

του γνωστού άλυτου Προβλήματος της τριχοτόμησης οποιασδήποτε γωνίας, καθώς οι τριχοτομούμενες γωνίες του σχήματος 8, δεν είναι δυνατό να προκαθορισθούν.

Συμπέρασμα.
Από τα παραπάνω, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:

«Με τον Μηχανισμό του Θεωρήματος 9γ (Σχήμα 8), προκύπτουν οκτώ γωνίες, που έχουν τριχοτομηθεί αυτόματα.
11. Τριχοτόμηση Οκτώ Κεντρικών Γωνιών Ρόμβου.
Κατασκευή 10 (Σχήματα 7-9).

Σε τυχαίο ρόμβο ΑΒΓΔ πλευράς α, με κέντρο την τομή Ο των διαγώνιων του γράφουμε τον κύκλο (α), που περνά από τα μέσα Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα (προφανώς είναι ΟΜ1=ΟΜ2=ΟΜ3=ΟΜ4=α/2) και ο οποίος επανατέμνει τις ίδιες πλευρές στα Δ1, Δ2, Δ3, Δ4, αντίστοιχα.

Ζητείται να τριχοτομηθούν οι μη κυρτές και οι κυρτές γωνίες: 

                                       Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4.                                     (1). 
(α). Λύσεις.
1/. Πρώτο Ζητούμενο (Σχήματα 7-9).
Τριχοτόμηση των μη κυρτών γωνιών της (1).
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Σύμφωνα με τα Θεωρήματα 9 έως 9γ, οι ζητούμενες τριχοτόμοι πχ της μη κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2, είναι οι ΟΜ3, ΟΜ4, οι οποίες έχουν προκύψει ήδη αυτόματα.

Όμοια βρίσκουμε και τις τριχοτόμους των υπολοίπων τριών μη κυρτών γωνιών της (1), οι οποίες δίνονται στα Θεωρήματα 9-9γ.

Επομένως, δεν είναι ανάγκη η κατασκευή και η απόδειξη των ζητούμενων τριχοτόμων αυτών, καθώς αυτά δίνονται στα Θεωρήματα αυτά.
2/. Δεύτερο Ζητούμενο.
Θεωρούμε πχ την κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, του ρόμβου ΑΒΓΔ και ζητούμε την τριχοτόμησή της.
10ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 9, σχήμα 7).

(α). Ανάλυση.

Αν ληφθεί υπόψη το Θεώρημα 9, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Γράφουμε τους ίσους κύκλους (Μ1, Μ1Ο) ή (α1), (Μ2, Μ2Ο) ή (α2), (Μ3, Μ3Ο) ή (α3), 
(Μ4, Μ4Ο) ή (α4), οι οποίοι τέμνουν τον κύκλο (α), στα ζεύγη των σημείων Κ′4-Κ2, Κ′1-Κ3, Κ′2-Κ4, Κ′3-Κ1, αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 7 φαίνεται.
Λέμε ότι οι ΟΚ′1 και ΟΚ2, είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
(γ). Απόδειξη.

Σύμφωνα με το ζητούμενο 2/, του Θεωρήματος 9, πραγματικά οι ΟΚ′1 και ΟΚ2  είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
20ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 9α, σχήμα 8).

(α). Ανάλυση.

Αν ληφθεί υπόψη το Θεώρημα 9α, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Με κοινή κορυφή το Ο και με βάσεις που να βρίσκονται στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, του ρόμβου, κατασκευάζουμε ισόπλευρα τρίγωνα ΟΡ1Ρ′1, ΟΡ2Ρ′2, ΟΡ3Ρ′3, ΟΡ4Ρ′4, αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 8 φαίνεται.

Λέμε ότι οι ΟΡ′1 και ΟΡ2, είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
(γ). Απόδειξη.

Σύμφωνα με το ζητούμενο 2/, του Θεωρήματος 9α, πραγματικά οι ΟΡ′1 και ΟΡ2  είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
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30ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 9β, σχήμα 9).

(α). Ανάλυση.

Αν ληφθεί υπόψη το Θεώρημα 9β, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Φέρουμε τις μεσοκάθετες στις ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, οι οποίες τέμνουν τον κύκλο (α), στα ζεύγη των σημείων Κ′4-Κ2, Κ′1-Κ3, Κ′2-Κ4, Κ′3-Κ1, αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 9 φαίνεται.
Λέμε ότι οι ΟΚ′1 και ΟΚ2, είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
(γ). Απόδειξη.

Σύμφωνα με το ζητούμενο 2/, του Θεωρήματος 9β, πραγματικά οι ΟΚ′1 και ΟΚ2  είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
40ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 9γ, σχήμα 8).

(α). Ανάλυση.

Αν ληφθεί υπόψη το Θεώρημα 9γ, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Στρέφουμε, περί το Ο, τα τμήματα ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, κατά γωνίες 1200, 

πρώτα αριστερόστροφα και παίρνουμε τα ΟΡ4, ΟΡ1, ΟΡ2, ΟΡ3, και στη συνέχεια 
δεξιόστροφα και παίρνουμε τα τμήματα ΟΡ′2, ΟΡ′3, ΟΡ′4, ΟΡ′1 αντίστοιχα, όπως στο σχήμα 8, φαίνεται.

Λέμε ότι οι ΟΡ′1 και ΟΡ2, είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
(γ). Απόδειξη.

Σύμφωνα με το ζητούμενο 2/, του Θεωρήματος 9γ, πραγματικά οι ΟΡ′1 και ΟΡ2  είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
Με τους ίδιους παραπάνω τρόπους τριχοτομούμε και τις τρεις υπόλοιπες κυρτές γωνίες του ζητούμενου 2, της κατασκευής 10.

(β). Διερεύνηση. 

Αν λάβουμε υπόψη μας την διερεύνηση του παραπάνω Θεωρήματος 1α, το Πρόβλημα 10 αληθεύει και στην περίπτωση που η ΟΒ<ΟΜ1<ΟΑ, που τότε οι κορυφές Β και Δ του ρόμβου, θα βρίσκονται, μέσα στον κύκλο (α).

Για τον ίδιο λόγο το Πρόβλημα 10 έχει πάντοτε λύσεις και όταν ΑΟ=ΟΒ ή όταν 

ΟΑ>ΟΒ=ΟΜ1, κτλ.
Συνεπώς, το Πρόβλημα 10 έχει πάντοτε λύσεις, όποια και αν είναι τα μέτρα 
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των γωνιών του ρόμβου (Τυχαίος ρόμβος).

Παρατήρηση.

Είναι φανερό ότι ο μηχανισμός του Προβλήματος 10, δεν βοηθά στη λύση 

του γνωστού άλυτου Προβλήματος της τριχοτόμησης οποιασδήποτε γωνίας, καθώς οι τριχοτομούμενες γωνίες πχ του σχήματος 8, δεν είναι δυνατό να προκαθορισθούν.

Συμπέρασμα.
Από τα παραπάνω, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:

«Με τους Μηχανισμούς του Προβλήματος 10, προκύπτουν οκτώ γωνίες, που έχουν τριχοτομηθεί αυτόματα, διαφόρων μέτρων (από 00-3600).

Τούτο σημαίνει ότι και οι τριχοτομούμενες γωνίες κάθε ρόμβου, έχουν μέτρα από 00-3600.

Συνεπώς, είναι δυνατή η τριχοτόμηση όλων των γωνιών, με τους παραπάνω μηχανισμούς, τις οποίες όμως δεν έχουμε τη δυνατότητα να προκαθορίσουμε, οπότε δε μας δίνουν λύση στο γνωστό άλυτο πρόβλημα της τριχοτόμησης οποιασδήποτε γωνίας.

11. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗΣ ΓΩΝΙΩΝ

Πρόταση 11 (Σχήμα 10).
Με κέντρο σημείο Α δοσμένου κύκλου (Ο,ΟΑ) ή (ο), γράφουμε άλλο κύκλο (Α, ρ) ή (α) (όπου ρ=0 έως 2.ΟΑ), ο οποίος να τέμνει γενικά τον κύκλο (ο) σε σημείο Β. Φέρουμε την ΟΒ η οποία επανατέμνει τον κύκλο (α) γενικά σε σημείο Γ. 

Αν η διχοτόμος της γωνίας ΑΟΒ τέμνει τον κύκλο (α) στα σημεία Δ και Ε (ΟΔ<ΟΕ), να αποδειχθεί ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ και η ΑΕ η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΖ [όπου Ζ η τομή της προέκτασης της ΟΑ, προς το Α και του κύκλου (α)].
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[image: image1.wmf]∠

Απόδειξη

1ος Τρόπος.

Το τρίγωνο ΑΒΕ έχει ΑΒ=ΑΕ και επειδή το Ε είναι σημείο της μεσοκάθετης ΟΕ στην ΑΒ, θα είναι ΑΕ=ΕΒ, οπότε το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισόπλευρο.
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι:

                     
[image: image100.wmf]∠

ΑΕΟ=300.                     (1).
Συνεπώς, στο τρίγωνο ΑΟΕ, θα είναι:

[image: image101.wmf]∠

ΖΑΕ = 
[image: image102.wmf]∠

ΑΕΟ + 
[image: image103.wmf]∠

ΑΟΕ = 300 +
[image: image104.wmf]∠

ΑΟΒ/2, ή 

          2
[image: image105.wmf]∠

ΖΑΕ = 600 +
[image: image106.wmf]∠

ΑΟΒ.               (2).
Ακόμη είναι και:


[image: image107.wmf]∠

ΓΑΕ = 
[image: image108.wmf]∠

ΕΑΒ + 
[image: image109.wmf]∠

ΒΑΓ = 600 +
[image: image110.wmf]∠

ΑΟΒ, ή 

         
[image: image111.wmf]∠

ΓΑΕ = 600 +
[image: image112.wmf]∠

ΑΟΒ.                 (3).
Έτσι, από τις (2), (3) 
[image: image113.wmf]⇒

   
[image: image114.wmf]∠

ΓΑΕ = 2
[image: image115.wmf]∠

ΖΑΕ. 
Η τελευταία ισότητα προφανώς σημαίνει ότι η ΑΕ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΖ.
Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι και η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΟ.
Δηλαδή βρίσκουμε όπως παραπάνω ότι και το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο.

Επίσης αποδεικνύουμε, όπως παραπάνω και ότι:      
[image: image116.wmf]∠

ΑΔΕ=300.                (1′).
Συνεπώς, στο τρίγωνο ΑΟΔ, θα είναι:

[image: image117.wmf]∠

ΟΑΔ + 
[image: image118.wmf]∠

ΑΟΔ = 
[image: image119.wmf]∠

ΑΔΕ ή 
[image: image120.wmf]∠

ΟΑΔ=300 - 
[image: image121.wmf]∠

ΑΟΒ/2, ή  

                                               2
[image: image122.wmf]∠

ΟΑΔ = 600 - 
[image: image123.wmf]∠

ΑΟΒ.                                          (2′).
Ακόμη είναι και:  
[image: image124.wmf]∠

ΔΑΓ = 
[image: image125.wmf]∠

ΔΑΒ - 
[image: image126.wmf]∠

ΒΑΓ,    ή    
[image: image127.wmf]∠

ΔΑΓ= 600 - 
[image: image128.wmf]∠

ΑΟΒ.            (3′).
Έτσι, από τις (2′), (3′) 
[image: image129.wmf]⇒

   
[image: image130.wmf]∠

ΔΑΓ = 2
[image: image131.wmf]∠

ΟΑΔ. 
Η τελευταία ισότητα προφανώς σημαίνει ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΟ.
2ος Τρόπος.
Τριχοτόμηση γωνίας ΓΑΖ.
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(α). Ανάλυση.

Αν υποθέσουμε ότι πραγματικά η ΑΕ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΖΑΓ και επειδή όπως είδαμε στον τρόπο 1, το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισόπλευρο, θα είναι:                                                
[image: image132.wmf]∠

ΑΕΒ=600.
Τα παραπάνω μας θυμίζουν το Θεώρημα 3, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω σύνθεση.
(β).Σύνθεση.

Προεκτείνουμε την ΒΕ μέχρι να τμήσει τις ΑΓ και ΑΖ στα σημεία Θ και Η αντίστοιχα, οπότε προκύπτει το τρίγωνο ΑΘΗ.

Έτσι, στο τρίγωνο ΑΒΘ είναι:

                 
[image: image133.wmf]∠

Θ + 
[image: image134.wmf]∠

ΒΑΘ = 
[image: image135.wmf]∠

ΑΒΕ =600 ή 
[image: image136.wmf]∠

Θ=600-
[image: image137.wmf]∠

ΑΟΒ,                                  (1).

και άρα:     
[image: image138.wmf]∠

Θ<600<900.
Επίσης, στο τρίγωνο ΟΕΗ, είναι:

[image: image139.wmf]∠

Η + 
[image: image140.wmf]∠

ΗΟΕ = 
[image: image141.wmf]∠

ΟΕΒ,    ή    
[image: image142.wmf]∠

Η=300 - 
[image: image143.wmf]∠

ΑΟΒ/2. ή 2
[image: image144.wmf]∠

Η=600 - 
[image: image145.wmf]∠

ΑΟΒ,            (2).
και 
[image: image146.wmf]∠

Η<300<450.
Έτσι, από τις (1), (2)               
[image: image147.wmf]⇒

                   
[image: image148.wmf]∠

Θ = 2
[image: image149.wmf]∠

Η.                                   (3).
Συνεπώς στο τρίγωνο ΑΗΘ, αφού αληθεύει η (3) και είναι 
[image: image150.wmf]∠

ΑΕΒ=600, σύμφωνα με το αντίστροφο 1 του Θεωρήματος 3, θα είναι και:       
[image: image151.wmf]∠

ΘΑΕ = 2
[image: image152.wmf]∠

ΕΑΗ.

Δηλαδή η ΑΕ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας ΗΑΘ ή της γωνίας ΖΑΓ.

Τριχοτόμηση γωνίας ΟΑΓ.

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας  

ΟΑΓ, προεκτείνοντας την πλευρά ΒΔ του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΔ μέχρι να 

τμήσει τις ΑΓ και ΑΟ, στα σημεία θ και η, αντίστοιχα.

Πραγματικά τότε στο τρίγωνο ΑΒθ, είναι:

             
[image: image153.wmf]∠

Αθη = 
[image: image154.wmf]∠

ΑΒθ + 
[image: image155.wmf]∠

ΒΑθ =600 + 
[image: image156.wmf]∠

ΑΟΒ, ή 
[image: image157.wmf]∠

Αθη =600 + 
[image: image158.wmf]∠

ΑΟΒ.           (1′).

Επίσης, στο τρίγωνο ΟΔη, είναι:

[image: image159.wmf]∠

ΑηΔ = 
[image: image160.wmf]∠

ηΔΟ + 
[image: image161.wmf]∠

ηΟΔ = 
[image: image162.wmf]∠

ΕΔΒ + 
[image: image163.wmf]∠

ΑΟΒ/2 =300 + 
[image: image164.wmf]∠

ΑΟΒ/2,

                                                    ή  2
[image: image165.wmf]∠

Αηθ = 600+
[image: image166.wmf]∠

ΑΟΒ,                                   (2′).
Έτσι, από τις (1′), (2′)               
[image: image167.wmf]⇒

                   
[image: image168.wmf]∠

Αθη = 2
[image: image169.wmf]∠

Αηθ.                          (3′).
Συνεπώς, στο τρίγωνο Αηθ, στο οποίο αληθεύει η (3′) και είναι 
[image: image170.wmf]∠

ΑΔθ=600, σύμφωνα με το αντίστροφο 1 του Θεωρήματος 3, θα είναι και 
[image: image171.wmf]∠

ΔΑθ = 2
[image: image172.wmf]∠

ΔΑη. 
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Η τελευταία ισότητα προφανώς σημαίνει ότι η ΑΔ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας  ηΑθ ή ΓΑΟ.
Διερεύνηση.
Με ανάλογους τρόπους αποδεικνύουμε ότι η Πρόταση 11 αληθεύει και στις περιπτώσεις που 2.ΟΑ>ρ>ΟΑ ή ρ=ΟΑ, εκτός από την περίπτωση που 0<ρ<ΟΑ, στην οποία αναφέρεται το σχήμα 10 και που αποδείξαμε.
Παραττηρήσεις.

(α). Αν μας δίνεται η γωνία ΟΑΓ, είναι δυνατό να την τριχοτομήσουμε;

Η απάντηση είναι θετική, μόνο  αν μπορούμε να κατασκευάσουμε το ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ, του οποίου η γωνία ΟΑΓ=C και οι πλευρές ΟΑ=ΟΒ=ρ, είναι σταθερές, καθώς μας δίνονται. 

Έτσι, είναι:                             
[image: image173.wmf]∠

ΟΑΓ = 
[image: image174.wmf]∠

ΟΑΒ - 
[image: image175.wmf]∠

ΑΟΒ= C.                             (1).
Εξάλλου είναι:                      2
[image: image176.wmf]∠

ΟΑΒ + 
[image: image177.wmf]∠

ΑΟΒ= 1800.                                      (2).
Συνεπώς, από τις (1), (2)  
[image: image178.wmf]⇒

  3
[image: image179.wmf]∠

ΟΑΒ = 1800+ C  ή  
[image: image180.wmf]∠

ΟΑΒ = 600+ C/3.        (3).

Η σχέση (3) σημαίνει ότι για να κατασκευάσουμε την γωνία ΟΑΒ, πρέπει να τριχοτομήσουμε τη δοσμένη  γωνία ΟΑΓ, που ως γνωστό είναι αδύνατο, οπότε αδύνατη είναι και η κατασκευή του τριγώνου ΟΑΒ. Άρα, αδύνατη είναι και η τριχοτόμηση της γωνίας ΟΑΓ [Βλέπε σχετικά την παρατήρηση (β) του Θεωρήματος 1].

(β). Εύκολα αντιλαμβανόμαστε, ότι στην ουσία η Πρόταση 11 (Σχήμα 10), 

Προκύπτει από το σχήμα 7 (Δηλαδή, το σχήμα 10 είναι μέρος του σχήματος 7).

Πραγματικά, αν στο σχήμα 7, είναι ΑΒ∩Δ2Δ4≡Κ και γράψουμε τον κύκλο (Κ, ΚΟ), τότε αυτός θα περνά από το Μ1 και το τρίγωνο ΚΟΜ1 είναι ισοσκελές (ισοσκελές τραπέζιο ΒΔ2ΟΜ1), ενώ η ΚΜ1 επανατέμνεται από τον κύκλο (Ο,ΟΜ1) στο Δ1.
Συνεπώς η διχοτόμος της γωνίας Κ, θα είναι μεσοκάθετη στις ΒΔ2, ΑΔ4 και ΟΜ1, οπότε θα περνά από τα Κ2, Κ′4 (Θεώρημα 1). Τούτο φανερώνει ότι και η Πρόταση 11, περιέχει τον Ιό της εικασίας Μπαρτζόπουλου, και άρα αποτελεί μέρος του Θεωρήματος 9 και κατ’ επέκταση του Θεωρήματος 1.
Ακόμη, είναι προφανές ότι μελετώντας τα σχήματα 7-9, είναι δυνατό να προκύψουν και πολλές άλλες σχετικές Προτάσεις, όπως πχ η Πρόταση 15, που ακολουθεί.
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Κατασκευή 12 (Σχήμα 10).
Με κέντρο σημείο Α, δοσμένου κύκλου (Ο,ΟΑ) ή (ο), γράφουμε άλλο κύκλο (Α, ρ) ή (α) (όπου ρ=0 έως 2.ΟΑ), ο οποίος τέμνει γενικά τον κύκλο (ο) σε σημείο Β. Φέρουμε την ΟΒ η οποία επανατέμνει τον κύκλο (α) γενικά σε σημείο Γ. 

Ζητείται να τριχοτομηθούν οι γωνίες ΟΑΓ και ΓΑΖ [όπου Ζ η τομή, της προέκτασης προς το Α, της ΟΑ και του κύκλου (α)].

Λύση (Με βάση την πρόταση 11, σχήμα 10).
(α). Ανάλυση.

Αν λάβουμε υπόψη μας την Πρόταση 11, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Φέρουμε τη διχοτόμο της γωνίας ΑΟΒ, η οποία  τέμνει τον κύκλο (α) στα σημεία Δ και Ε (ΟΔ<ΟΕ).

Λέμε ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ και η ΑΕ η μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΖ.

Οι δεύτερες τριχοτόμοι των γωνιών ΟΑΓ και ΓΑΖ, λέμε ότι είναι οι διχοτόμοι των γωνιών ΔΑΓ και ΓΑΕ, αντίστοιχα, τις οποίες κατασκευάζουμε κατά τα γνωστά.

(γ). Απόδειξη.

Σύμφωνα με τη Πρόταση 11, οι ΟΔ και ΟΕ είναι πραγματικά η μία από τις τριχοτόμους των γωνιών ΟΑΓ και ΓΑΖ, αντίστοιχα.

Ακόμη, είναι προφανές γιατί πολύ εύκολα αποδεικνύουμε, ότι οι διχοτόμοι των γωνιών ΔΑΓ και ΓΑΕ, είναι οι δεύτερες τριχοτόμοι των γωνιών ΟΑΓ και ΓΑΖ,  αντίστοιχα.
(δ). Διερεύνηση.

Με ανάλογους τρόπους γίνεται η κατασκευή των ζητούμενων τριχτόμων και στις περιπτώσεις που 2.ΟΑ>ρ>ΟΑ ή ρ=ΟΑ, εκτός από την περίπτωση που 0<ρ<ΟΑ, στην οποία αναφέρεται το σχήμα 10 και που αποδείξαμε.
Παρατήρηση.

Σχετική είναι και η παρακάτω Κατασκευή 16.
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Πρόταση 13 (Σχήμα 11).
Με κέντρο σημείο Α δοσμένου κύκλου (Ο,ΟΑ) ή (ο), γράφουμε άλλο κύκλο (Α, ρ) ή (α) (όπου ρ=0 έως 2.ΟΑ), ο οποίος τέμνει γενικά τον κύκλο (ο) σε σημεία Β, Β′. Φέρουμε τις ΟΒ, ΟΒ′ οι οποίες επανατέμνουν τον κύκλο (α) γενικά στα  σημεία Γ, Γ′, αντίστοιχα. 

Αν οι διχοτόμοι των  γωνιών ΑΟΒ, ΑΟΒ′ τέμνουν τον κύκλο (α) στα ζεύγη των σημείων Δ, Ε και Δ′, Ε′, αντίστοιχα (όπου ΟΔ<ΟΕ και ΟΔ′<ΟΕ′), να αποδειχθεί ότι η ΑΔ, ΑΔ′ είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΓΑΓ′ και οι ΑΕ, ΑΕ′ είναι δύο τριχοτόμοιτης μη κυρτής γωνίας ΓΑΓ′ 
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Σχήμα 10.

Απόδειξη.

1ος Τρόπος (Με βάση τις Προτάσεις 5 και 11).

Σύμφωνα με την Πρόταση 11, θα είναι:

                         
[image: image181.wmf]∠

θΑΔ = 2
[image: image182.wmf]∠

ΔΑη.               (1).

Ακόμη, λόγω συμμετρίας του σχήματος 11, ως προς την ΑΟ, θα είναι και:

                        
[image: image183.wmf]∠

θ′ΑΔ′ = 2
[image: image184.wmf]∠

Δ′Αη,              (2).
οπότε από τις (1) και (2) 
[image: image185.wmf]⇒



[image: image186.wmf]∠

θΑΔ = 2
[image: image187.wmf]∠

ΔΑη = 2
[image: image188.wmf]∠

Δ′Αη = 
[image: image189.wmf]∠

ΔΑΔ′ = 
[image: image190.wmf]∠

θ′ΑΔ′  

         ή 
[image: image191.wmf]∠

θΑΔ = 
[image: image192.wmf]∠

ΔΑΔ′ = 
[image: image193.wmf]∠

θ′ΑΔ′.             (3).
Η ισότητα (3) σημαίνει ότι οι ΑΔ, ΑΔ′ είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΓΑΓ′.

Εξάλλου, επειδή: 


[image: image194.wmf]∠

ΔΑΕ = 
[image: image195.wmf]∠

ΔΑΒ + 
[image: image196.wmf]∠

ΒΑΕ = 1200,               (4).
και επειδή ομοίως είναι 
[image: image197.wmf]∠

Δ′ΑΕ′ = 1200, σύμφωνα με το ζητούμενο 2 του αντίστροφου 1 του Θεωρήματος 5, οι ΑΕ και ΑΕ′, θα είναι οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΓΑΓ′.
2ος Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 5).

Στο τρίγωνο ΑΒθ, είναι:  
[image: image198.wmf]∠

Αθη = 
[image: image199.wmf]∠

ΑΒθ + 
[image: image200.wmf]∠

ΒΑΓ = 600 +
[image: image201.wmf]∠

ΑΟΒ                   ή                   
[image: image202.wmf]∠

Αθη = 600 +
[image: image203.wmf]∠

ΑΟΒ.              (1).
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Επίσης στο τρίγωνο ΟΒη, είναι:

[image: image204.wmf]∠

ΑηΒ = 
[image: image205.wmf]∠

ηΟΒ + 
[image: image206.wmf]∠

ηΒΟ = 
[image: image207.wmf]∠

ΑΟΒ +(
[image: image208.wmf]∠

ΑΒΟ - 
[image: image209.wmf]∠

ΑΒη) = 
[image: image210.wmf]∠

ΑΟΒ + (900 -
[image: image211.wmf]∠

ΑΟΒ/2 - 600) =(
[image: image212.wmf]∠

ΑΟΒ/2 +300)          ή           2
[image: image213.wmf]∠

ΑηΒ = 600 +
[image: image214.wmf]∠

ΑΟΒ.                                (2).
Ακόμη, λόγω συμμετρίας του σχήματος 11, ως προς την ΑΟ, θα είναι:

                                       
[image: image215.wmf]∠

Αθη = 
[image: image216.wmf]∠

Αθ′η και 
[image: image217.wmf]∠

ΑηΒ = 
[image: image218.wmf]∠

ΑηΒ′.                             (3).
Έτσι, η (1), λόγω της (3), γίνεται: 
[image: image219.wmf]∠

Αθη = 
[image: image220.wmf]∠

Αθ′η = 60= +
[image: image221.wmf]∠

ΑΟΒ,                     (4).
ενώ η (2), λόγω της (3), γίνεται:  2
[image: image222.wmf]∠

ΑηΒ = 
[image: image223.wmf]∠

ΑηΒ + 
[image: image224.wmf]∠

ΑηΒ′ = 
[image: image225.wmf]∠

ΒηΒ′ = 600 +
[image: image226.wmf]∠

ΑΟΒ)             ή                            
[image: image227.wmf]∠

ΒηΒ′ = 600 +
[image: image228.wmf]∠

ΑΟΒ.                                  (5).
Συνεπώς, από τις (4), (5)      
[image: image229.wmf]⇒

      
[image: image230.wmf]∠

Αθη = 
[image: image231.wmf]∠

ΒηΒ′ = 
[image: image232.wmf]∠

Αθ′η.                             (6).
Αλλά είναι και:                                 
[image: image233.wmf]∠

ΑΔΒ = 
[image: image234.wmf]∠

ΑΔ′Β′ = 60=.                               (7).
Άρα, αφού το τετράπλευρο Αθηθ′, είναι συμμετρικό ως προς την Αη και αληθεύουν οι (6) και (7), σύμφωνα με το αντίστροφο 1 του ζητούμενου 1 του Θεωρήματος 5, θα είναι και:           
[image: image235.wmf]∠

θΑΔ = 
[image: image236.wmf]∠

ΔΑΔ′ = 
[image: image237.wmf]∠

Δ′Αθ′.                                 (8).
Η ισότητα (8) προφανώς σημαίνει ότι οι ΑΔ και ΑΔ′ είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΓΑΓ′.

′Ότι οι ΑΕ και ΑΕ′ είναι οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΓΑΓ′, αποδεικνύουμε όπως στον παραπάνω τρόπο 1.
Διερεύνηση.
Με ανάλογους τρόπους αποδεικνύουμε ότι η Πρόταση 13 αληθεύει και στις περιπτώσεις που 2.ΟΑ>ρ>ΟΑ ή ρ=ΟΑ ή ρ=2.ΟΑ, εκτός από την περίπτωση που 0<ρ<ΟΑ, στην οποία αναφέρεται το σχήμα 11 και που αποδείξαμ
Κατασκευή 14 (Σχήμα 11).
Με κέντρο σημείο Α δοσμένου κύκλου (Ο,ΟΑ) ή (ο), γράφουμε άλλο κύκλο (Α, ρ) ή (α) (όπου ρ=0 έως 2.ΟΑ), ο οποίος τέμνει γενικά τον κύκλο (ο) σε σημεία Β, Β′. Φέρουμε τις ΟΒ, ΟΒ′ οι οποίες επανατέμνουν τον κύκλο (α) γενικά στα  σημεία Γ, Γ′, αντίστοιχα. 

Ζητείται να κατασκευασθούν τα δύο ζεύγη τριχοτόμων της κυρτής και μη κυρτής γωνίας ΓΑΓ′.
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Λύση (Με βάση την πρόταση 13, σχήμα 11).
(α). Ανάλυση.

Αν λάβουμε υπόψη μας την Πρόταση 13, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.

Φέρουμε τη διχοτόμο της γωνίας ΑΟΒ, η οποία  τέμνει τον κύκλο (α) στα σημεία Δ και Ε (ΟΔ<ΟΕ), και στη συνέχεια τη διχοτόμο της γωνίας ΑΟΒ′, η οποία  τέμνει τον κύκλο (α) στα σημεία Δ′ και Ε′ (ΟΔ′<ΟΕ′).

Λέμε ότι οι ΑΔ, ΑΔ′ είναι η δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΓΑΓ′ και οι ΑΕ, ΑΕ′ είναι οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΓΑΓ′.

(γ). Απόδειξη.

Σύμφωνα με τη Πρόταση 13, οι ΑΔ και ΑΔ′ είναι πραγματικά οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΓΑΓ′ και οι ΑΕ και ΑΕ′ είναι οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΓΑΓ′.
(δ). Διερεύνηση.

Με ανάλογους τρόπους γίνεται η κατασκευή των ζητούμενων τριχτόμων και στις περιπτώσεις που 2.ΟΑ>ρ>ΟΑ ή ρ=ΟΑ ή ρ=2.ΟΑ, εκτός από την περίπτωση που 0<ρ<ΟΑ, στην οποία αναφέρεται το σχήμα 11 και που αποδείξαμε, ότι αληθεύει.
(Συνέχεια στο συνημμένο 288)
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Ó÷Þìá 11.
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Σχήμα 11.
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