(Συνημμένο 286).
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4. ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΡΙΧΟΤΟΜΟΥ ΓΩΝΙΑΣ ΕΙΔΙΚΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ (ΛΗΜΜΑ). 
Ερμηνεία της  Εικασίας του Απόστολου Μπαρζόπουλου.
Θεώρημα 3 (Σχήμα 3).
Σε κάθε τρίγωνο του οποίου η μία γωνία είναι διπλάσια μιας άλλης, αν η σεβιανή του που περνά από την κορυφή της τρίτης γωνίας τέμνει εσωτερικά την απέναντι πλευρά του και σχηματίζει με αυτή γωνία 600, τότε και μόνο τότε, η ευθεία αυτή είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας, από την κορυφή της οποίας περνά.
[image: image497.jpg]



Απόδειξη.

(α). Ευθύ.

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι:               
[image: image2.wmf]∠

Γ = 2
[image: image3.wmf]∠

Β,                                                  (1).
αν η ευθεία ΑΔ τέμνει την ΒΓ εσωτερικά στο Δ και αν αυτή είναι μία τριχοτόμος της γωνίας Α, τότε θα αποδείξουμε ότι 
[image: image4.wmf]∠

ΑΔΓ=600.
Πραγματικά, αφού η ΑΔ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας Α, θα είναι:
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[image: image5.wmf]∠

ΓΑΔ=2
[image: image6.wmf]∠

ΒΑΔ ή φ=2χ.                                               (2).

Ακόμη είναι:                   
[image: image7.wmf]∠

ΑΔΒ=φ+
[image: image8.wmf]∠

Γ                                                               (3).

και                                    
[image: image9.wmf]∠

ΑΔΓ=χ+
[image: image10.wmf]∠

Β.                                                              (4).

Έτσι, η (3) λόγω των (1) και (2) γίνεται 
[image: image11.wmf]∠

ΑΔΒ=2χ+2
[image: image12.wmf]∠

Β ή 
[image: image13.wmf]∠

ΑΔΒ=2(χ+
[image: image14.wmf]∠

Β) και αυτή λόγω της (4) γίνεται                       
[image: image15.wmf]∠

ΑΔΒ=2
[image: image16.wmf]∠

ΑΔΓ                                   (5).

και επειδή 
[image: image17.wmf]∠

ΑΔΒ+
[image: image18.wmf]∠

ΑΔΓ=1800, θα είναι 
[image: image19.wmf]∠

ΑΔΒ=1800 -
[image: image20.wmf]∠

ΑΔΓ, οπότε η (5) γίνεται:  1800-
[image: image21.wmf]∠

ΑΔΓ=2
[image: image22.wmf]∠

ΑΔΓ ή 3
[image: image23.wmf]∠

ΑΔΓ= 1800 ή 
[image: image24.wmf]∠

ΑΔΓ=600.
(β). Αντίστροφο. 

Δηλαδή, αν στο τρίγωνο ΑΒΓ, αληθεύει η σχέση (1) και είναι 
[image: image25.wmf]∠

ΑΔΓ=600, θα αποδείξουμε ότι είναι:    
[image: image26.wmf]∠

ΓΑΔ=2
[image: image27.wmf]∠

ΒΑΔ ή φ=2χ.                                             (2).

Πραγματικά, επειδή 
[image: image28.wmf]∠

ΑΔΓ=600, θα είναι:    φ+
[image: image29.wmf]∠

Γ=1200, ή φ=1200-
[image: image30.wmf]∠

Γ         (6).

και                                      χ+
[image: image31.wmf]∠

Β=600 ή χ=600-
[image: image32.wmf]∠

Β.                                                                     (7).
Έτσι, η (6) λόγω της (1) γίνεται:        φ=1200-2
[image: image33.wmf]∠

Β,                                           (8).
οπότε η (8) λόγω της (7), γίνεται:  φ=2χ. Δηλαδή αληθεύει η (2), που σημαίνει ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.

Είναι δυνατό να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε και δεύτερο αντίστροφο του Θεωρήματος 3, ως εξής:

(γ). 2ο  Αντίστροφο. 

Αν στο τρίγωνο ΑΒΓ, η ΑΔ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας Α, δηλαδή είναι:

                                                         φ=2χ                                                               (1).

και 
[image: image34.wmf]∠

ΑΔΓ=600,                                                                                                       (2),

τότε θα αποδείξουμε ότι:                       
[image: image35.wmf]∠

Γ=2
[image: image36.wmf]∠

Β.                                              (3).
Πραγματικά είναι                
[image: image37.wmf]∠

ΑΔΒ=φ+
[image: image38.wmf]∠

Γ ή 
[image: image39.wmf]∠

Γ=
[image: image40.wmf]∠

ΑΔΒ-φ.                               (4).

και                                        
[image: image41.wmf]∠

ΑΔΓ=χ+
[image: image42.wmf]∠

Β ή 
[image: image43.wmf]∠

Β=
[image: image44.wmf]∠

ΑΔΓ-χ.                                (5).

Επειδή αληθεύει η σχέση (2) και είναι:  
[image: image45.wmf]∠

ΑΔΒ+
[image: image46.wmf]∠

ΑΔΓ=1800, 

θα είναι και                                                 
[image: image47.wmf]∠

ΑΔΒ=1200.                                       (6).
Έτσι, από τις (2) και (6) 
[image: image48.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]∠

ΑΔΒ=2
[image: image50.wmf]∠

ΑΔΓ.                                                          (7).

Άρα, η (4) λόγω των (7) και (1), γίνεται:   
[image: image51.wmf]∠

Γ=2
[image: image52.wmf]∠

ΑΔΓ-2χ=2(
[image: image53.wmf]∠

ΑΔΓ-χ).            (8).

Συνεπώς, η σχέση (8), λόγω της (5), γίνεται:     
[image: image54.wmf]∠

Γ=2
[image: image55.wmf]∠

Β. Δηλαδή απoδείχθηκε 
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το ζητούμενο.

(δ). Διερεύνηση.

Γεννάται το ερώτημα: «Είναι δυνατή πάντοτε η Κατασκευή τριχοτόμου σε ένα τέτοιο ειδικό τρίγωνο»; Η απάντηση είναι θετική και η απόδειξη τούτου δίνεται στην διερεύνηση της Κατασκευής 4, που ακολουθεί.

10 Συμπέρασμα.
Για να τριχοτομήσουμε την γωνία Α, που μας δίνεται, πρέπει να μπορέσουμε να λύσουμε το παρακάτω Πρόβλημα:

«Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ, του οποίου δίνεται η γωνία Α και ότι πχ η γωνία Γ είναι διπλάσια της Β».

Τούτο προφανώς είναι αδύνατο, καθώς είναι:


[image: image56.wmf]∠

Α+
[image: image57.wmf]∠

Β+
[image: image58.wmf]∠

Γ=1800,  ή  
[image: image59.wmf]∠

Α+3
[image: image60.wmf]∠

Β=1800,  ή  
[image: image61.wmf]∠

Β= 600-
[image: image62.wmf]∠

Α/3.
Δηλαδή τελικά πρέπει να κατασκευάσουμε τη γωνία Α/3, ή να τριχοτομήσουμε τη γωνία Α, που είναι όμως και το ζητούμενο.

Ερμηνεία του Μηχανισμού της εικασίας Απόστολου Μπαρτζόγλου, με βάση τα Θεωρήματα 1, 2 και 3 (Σχήμα 2).
Παρατηρούμε ότι στο τρίγωνο ΒΑΔ του σχήματος 2, είναι:


[image: image63.wmf]∠

ΒΔΑ=
[image: image64.wmf]∠

ΑΜΓ=
[image: image65.wmf]∠

Β+
[image: image66.wmf]∠

ΒΑΜ= 
[image: image67.wmf]∠

Β+
[image: image68.wmf]∠

Β=2
[image: image69.wmf]∠

Β,   ή   
[image: image70.wmf]∠

ΒΔΑ=2
[image: image71.wmf]∠

Β.                     (1).
Δηλαδή στο τρίγωνο ΑΒΔ, η γωνία ΒΔΑ είναι διπλάσια της Β. Άρα εδώ με τον μηχανισμό του Θεωρήματος 1α, έχει προκύψει το τρίγωνο του Θεωρήματος 3 (τρίγωνο του σχήματος 3), και η γωνία ΒΑΔ έχει τριχοτομηθεί από την ΑΡ, καθώς η γωνία ΤΑΡ έχει κατασκευασθεί 300, οπότε η γωνία ΤΡΑ είναι 600, με βάση την Κατασκευή 2 (20ς τρόπος).

Τα ίδια ακριβώς με τα παραπάνω αναφερόμενα, συμβαίνουν και στο τρίγωνο ΑΔΓ, του σχήματος 2.
20 Συμπέρασμα.
Από την παραπάνω ερμηνεία, προκύπτει και το παρακάτω συμπέρασμα:
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«Με τον Μηχανισμό του Θεωρήματος 1α (Σχήμα 2), προκύπτουν αυτόματα δύο τρίγωνα τα οποία έχουν την μία γωνία τους διπλάσια της δεύτερης και στα οποία η Τρίτη γωνία τριχοτομείται, σύμφωνα με την Κατασκευή 2 (2ος τρόπος) ή την Κατασκευή 3».
Παρατηρήσεις.

(α). Βασιζόμενοι στο παραπάνω Θεώρημα, θα μας είναι εύκολη και η λύση σχετικών Προβλημάτων ή Προτάσεων, που θα ακολουθήσουν αργότερα. Επίσης είναι δυνατό να πραγματοποιήσουμε και μια Τρίτη διαπραγμάτευση του Θεωρήματος 1α, με βάσει το παραπάνω Θεώρημα 3.

(β). Είναι προφανές ότι αν η γωνία Β<450, τότε η γωνία Γ θα είναι οξεία και αν 
[image: image72.wmf]∠

Β>450, τότε η γωνία Γ θα είναι αμβλεία. Αν 
[image: image73.wmf]∠

Β=450, τότε 
[image: image74.wmf]∠

Γ=900.
5. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΡΙΧΟΤΟΜΟΥ ΓΩΝΙΑΣ ΕΙΔΙΚΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ. 
Κατασκευή 4 (Σχήμα 3).
Ειδικού τριγώνου, η μία γωνία είναι διπλάσια μιας άλλης. Ζητείται η τριχοτόμηση της τρίτης γωνίας του. 
Λύσεις.
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ για το οποίο είναι 
[image: image75.wmf]∠

Γ=2
[image: image76.wmf]∠

Β. Ζητείται η τριχοτόμηση της γωνίας του Α.

(α). Ανάλυση.

Θεωρούμε ότι η μία από τις ζητούμενες τριχοτόμους της γωνίας Α είναι η ΑΔ (Δ
[image: image77.wmf]∈

ΒΓ).

Σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 3,  θα πρέπει να είναι 
[image: image78.wmf]∠

ΑΔΓ=600.      (1).
Τούτο μας οδηγεί στις παρακάτω Κατασκευές.

(β). Κατασκευές.

10ς Τρόπος.

Από σημείο Ζ της προέκτασης της ΒΓ, φέρουμε ευθεία Ζα η οποία με την ΒΓ σχηματίζει γωνία 600. Από το Α φέρουμε παράλληλη στην Ζα, η οποία τέμνει 
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την ΒΓ στο Δ, οπότε 
[image: image79.wmf]∠

ΑΔΓ=600.
Λέμε ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.

Την 2η τριχοτόμο κατασκευάζουμε εύκολα προφανώς, αν φέρουμε την διχοτόμο Αδ της γωνίας ΓΑΔ.
20ς Τρόπος.

Φέρουμε το ύψος ΑΕ του τριγώνου ΑΒΓ και σχηματίζουμε γωνία ΕΑΔ ίση με 300, έτσι ώστε να τέμνει την ΒΓ εσωτερικά στο Δ.

Λέμε ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.

Την 2η τριχοτόμο κατασκευάζουμε εύκολα προφανώς, αν φέρουμε την διχοτόμο Αδ της γωνίας ΓΑΔ.

(β). Αποδείξεις.

10υ Τρόπου.

Επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image80.wmf]∠

Γ=2
[image: image81.wmf]∠

Β και επειδή 
[image: image82.wmf]∠

ΑΔΓ=600, σύμφωνα με  το 

αντίστροφο του Θεωρήματος 3, θα είναι 
[image: image83.wmf]∠

ΓΑΔ=2
[image: image84.wmf]∠

ΒΑΔ ή φ=2χ. Δηλαδή η ΑΔ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.
Εύκολα αποδεικνύουμε ότι η δεύτερη τριχοτόμος της γωνίας Α, είναι η Αδ.

20υ Τρόπου.

Επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image85.wmf]∠

Γ=2
[image: image86.wmf]∠

Β (υπόθεση), επειδή από την κατασκευή είναι 
[image: image87.wmf]∠

ΕΑΔ=300 και επειδή από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΑΔ, εύκολα βρίσκουμε ότι 
[image: image88.wmf]∠

ΑΔΓ=600, αναγόμαστε στην απόδειξη του παραπάνω πρώτου τρόπου.

(γ). Διερεύνηση.

Για να έχει λύση το Πρόβλημα 4 (Σχήμα 3), πρέπει η παράλληλη από το Α στην Ζα, να βρίσκεται μέσα στη γωνία Α και άρα να τέμνει εσωτερικά την ΒΓ, καθώς αυτή πρέπει να είναι τριχοτόμος της γωνίας Α.

Τούτο για να συμβαίνει πρέπει 
[image: image89.wmf]∠

Β≤600 και 
[image: image90.wmf]∠

ΑΓβ≥600.
Αυτά ισχύουν, καθώς είναι:


[image: image91.wmf]∠

Α+
[image: image92.wmf]∠

Β+
[image: image93.wmf]∠

Γ=1800 ή 
[image: image94.wmf]∠

Α+3
[image: image95.wmf]∠

Β=1800 ή 
[image: image96.wmf]∠

Β= =600- 
[image: image97.wmf]∠

Α/3 ή 
[image: image98.wmf]∠

Β≤600                  (1).
και λόγω της (1) είναι: 
[image: image99.wmf]∠

ΑΓβ=1800-2
[image: image100.wmf]∠

Β=1800-≤1200=≥600   ή 

                                                        
[image: image101.wmf]∠

ΑΓβ≥600.                                                     (2).
Συνεπώς, το Πρόβλημα 4 έχει πάντοτε λύση.

Παρατήρηση.

Στο 10 Συμπέρασμα του Θεωρήματος 3 (Σχήμα 3), είδαμε ότι δεν είναι δυνατή η 
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κατασκευή ειδικού τριγώνου του οποίου δίνεται η γωνία Α και η γωνία Γ είναι διπλάσια της Β, καθώς η λύση του Προβλήματος αυτού είναι συνυφασμένη με την τριχοτόμο της γωνίας Α. Όμως, αν στο Πρόβλημα αυτό, μας δίνεται και η τριχοτομώ της γωνίας Α, τότε τούτο προφανώς μπορεί να κατασκευασθεί εύκολα, όπως παρακάτω:
Σε τυχαίο σημείο  Δ της δοσμένης τριχοτομούν ΆΔΗ της δοσμένης γωνίας Α, σχηματίζουμε, κατά τα γνωστά γωνία ΑΔΓ ίση με 600, η οποία τέμνει τις δύο άλλες πλευρές της γωνίας Α στα σημεία Β και Γ, οπότε λέμε ότι το ζητούμενο τρίγωνο είναι το ΑΒΓ.

Πραγματικά, επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ η τριχοτόμος του ΑΔ, σχηματίζει, από την κατασκευή της, γωνία ΑΔΓ ίση με 600, σύμφωνα με το 20 αντίστροφο του Θεωρήματος 3, στο τρίγωνο ΑΒΓ, η γωνία Γ θα είναι διπλάσια της γωνίας Β, 

οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι τ0 ζητούμενο.
(Προφανώς, το Πρόβλημα αυτό, έτσι όπως μας δίνεται είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, πρέπει να δίνονται επαρκεί στοιχεία. Για παράδειγμα να δίνεται η πλευρά ΑΒ, ή η ΒΓ, κτλ).  

6. ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΡΙΧΟΤΟΜΩΝ ΓΩΝΙΑΣ ΕΙΔΙΚΟΥ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟΥ (ΛΗΜΜΑ). 
Επέκταση της Πρότασης 3 και σε Ειδικό Τετράπλευρο.
Θεώρημα 5 (Σχήμα 4).
Δίνεται ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ (ορολογία F.G-M, Ιησουϊτών, σελίδα 1203), με άξονα συμμετρίας την ΑΓ, για το οποίο είναι:              
[image: image102.wmf]∠

Β=
[image: image103.wmf]∠

Γ=
[image: image104.wmf]∠

Δ.            (1).

Αν οι δύο ευθείες ΑΕ και ΑΖ τέμνουν εσωτερικά τις πλευρές ΒΓ και ΓΔ αντίστοιχα και είναι:                          
[image: image105.wmf]∠

ΑΕΒ=
[image: image106.wmf]∠

ΑΖΔ=600,                                 (2).

τότε και μόνο τότε, οι ΑΕ και ΑΖ είναι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.
Ακόμη, αν ΑΕ και ΑΖ είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α και αν οι Αε, Αζ είναι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α, να αποδειχθεί ότι είναι:

                                                        
[image: image107.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image108.wmf]∠

ΖΑζ=1200                                      (2’).

και δύο αντίστροφα.
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[image: image109]
Πρώτο Ζητούμενο.
1/. Ευθύ.
Δηλαδή, για το ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ, αν οι ΑΕ, ΑΖ, είναι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α και αληθεύει η (1), θα αποδείξουμε ότι αληθεύει και η σχέση (2).

Πραγματικά, επειδή οι ΑΕ, ΑΖ, είναι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α, είναι:


[image: image110.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image111.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image112.wmf]∠

ΖΑΔ=φ και λόγω συμμετρίας θα είναι:
                    
[image: image113.wmf]∠

ΒΑΓ=
[image: image114.wmf]∠

ΓΑΔ ή 
[image: image115.wmf]∠

ΒΑΕ+
[image: image116.wmf]∠

ΕΑΓ=
[image: image117.wmf]∠

ΓΑΖ+
[image: image118.wmf]∠

ΖΑΔ,

οπότε θα είναι και               
[image: image119.wmf]∠

ΕΑΓ=
[image: image120.wmf]∠

ΓΑΖ=
[image: image121.wmf]∠

ΕΑΖ/2           ή 
                    
[image: image122.wmf]∠

ΕΑΖ=2
[image: image123.wmf]∠

ΕΑΓ=2
[image: image124.wmf]∠

ΓΑΖ=φ=
[image: image125.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image126.wmf]∠

ΖΑΔ     ή 

[image: image127.wmf]∠

ΒΑΕ=2
[image: image128.wmf]∠

ΕΑΓ και 
[image: image129.wmf]∠

ΔΑΖ=2
[image: image130.wmf]∠

ΓΑΖ. Τούτο σημαίνει ότι στα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΓ οι ΑΕ, ΑΖ είναι τριχοτόμοι των γωνιών ΒΑΓ, ΔΑΓ, αντίστοιχα.
Ακόμη, λόγω συμμετρίας, τα τρίγωνα ΑΒΓ ΑΔΓ είναι ίσα, οπότε:


[image: image131.wmf]∠

ΑΓΒ=
[image: image132.wmf]∠

ΑΓΔ   και:      
[image: image133.wmf]∠

ΑΓΒ+
[image: image134.wmf]∠

ΑΓΔ=
[image: image135.wmf]∠

Γ=2
[image: image136.wmf]∠

ΑΓΒ=2
[image: image137.wmf]∠

ΑΓΔ.                           (3).
Έτσι, η (3) λόγω της (1), γίνεται:  
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[image: image138.wmf]∠

Β=
[image: image139.wmf]∠

Γ=
[image: image140.wmf]∠

Δ=2
[image: image141.wmf]∠

ΑΓΒ=2
[image: image142.wmf]∠

ΑΓΔ, ή 
[image: image143.wmf]∠

Β=2
[image: image144.wmf]∠

ΑΓΒ, 
[image: image145.wmf]∠

Δ=
[image: image146.wmf]∠

ΑΓΔ.           (4)
Άρα, επειδή αληθεύουν οι (4), σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 3, για τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΓ θα είναι:                   
[image: image147.wmf]∠

ΑΕΒ=
[image: image148.wmf]∠

ΑΖΔ=600.                       (2).
2/. Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν για το ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ, αληθεύουν οι (1) και (2), τότε θα αποδείξουμε ότι οι ΑΕ, ΑΖ είναι οι δύο τριχοτόμοι της γωνίας Α.

Επειδή αληθεύει η σχέση (1) και λόγω συμμετρίας, βρίσκουμε τις (4), όπως στο παραπάνω ευθύ.

Έτσι, για τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΓ βλέπουμε ότι αληθεύουν οι σχέσεις (2) και (4), οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο του Θεωρήματος 3, οι ΑΕ, ΑΖ θα είναι τριχοτόμοι των γωνιών ΒΑΓ, ΓΑΔ των τριγώνων αυτών αντίστοιχα.

Δηλαδή θα είναι:          
[image: image149.wmf]∠

ΒΑΕ=2
[image: image150.wmf]∠

ΕΑΓ, 
[image: image151.wmf]∠

ΔΑΖ=2
[image: image152.wmf]∠

ΖΑΓ                                  (5).
Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΔΖ, έχουν:

                        
[image: image153.wmf]∠

Β=
[image: image154.wmf]∠

Δ, 
[image: image155.wmf]∠

ΑΕΒ=
[image: image156.wmf]∠

ΑΖΔ=600 
[image: image157.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image158.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image159.wmf]∠

ΔΑΖ.                          (6).
Επίσης και τα τρίγωνα ΕΑΓ και ΖΑΓ, έχουν λόγω συμμετρίας 
                                    
[image: image160.wmf]∠

ΑΓΕ=
[image: image161.wmf]∠

ΑΓΖ και
[image: image162.wmf]∠

ΑΕΓ=
[image: image163.wmf]∠

ΑΖΓ=1200, οπότε είναι και:
                                  
[image: image164.wmf]∠

ΕΑΓ=
[image: image165.wmf]∠

ΓΑΖ     ή     2
[image: image166.wmf]∠

ΕΑΓ=2
[image: image167.wmf]∠

ΓΑΖ.                             (7).
Συνεπώς, από τις (5) – (7) 
[image: image168.wmf]⇒


            
[image: image169.wmf]∠

ΒΑΕ=2
[image: image170.wmf]∠

ΕΑΓ=2
[image: image171.wmf]∠

ΓΑΖ=
[image: image172.wmf]∠

ΕΑΓ+
[image: image173.wmf]∠

ΓΑΖ=
[image: image174.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image175.wmf]∠

ΔΑΖ          ή   
                      
[image: image176.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image177.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image178.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                                                             (8).
Τούτο σημαίνει ότι οι ΑΕ, ΑΖ είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.

Είναι δυνατό να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε και δεύτερο αντίστροφο του Θεωρήματος 5, ως εξής:

2ο  Αντίστροφο. 

Δηλαδή αν στο ρομβοειδές ΑΒΓΔ, με άξονα συμμετρίας την ΑΓ, οι ΑΕ, ΑΖ είναι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α και αληθεύει η σχέση (2), να αποδειχθεί η σχέση (1).

Πράγματικά, αφού οι ΑΕ, ΑΖ είναι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α, θα είναι:

                                               
[image: image179.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image180.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image181.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                                  (8).
Τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΓ είναι ίσα λόγω συμμετρίας, οπότε θα είναι:

                                                
[image: image182.wmf]∠

ΒΑΓ=
[image: image183.wmf]∠

ΓΑΔ=
[image: image184.wmf]∠

Α/2.                                       (9).
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Έτσι, από τις (8), (9)     
[image: image185.wmf]⇒

   
[image: image186.wmf]∠

ΕΑΓ=
[image: image187.wmf]∠

ΓΑΖ=
[image: image188.wmf]∠

ΕΑΖ/2.                                    (10).
                                  ή           
[image: image189.wmf]∠

ΕΑΖ=2
[image: image190.wmf]∠

ΕΑΓ=2
[image: image191.wmf]∠

ΓΑΖ.                                  (11).
Άρα, από τις σχέσεις (8), (11)   
[image: image192.wmf]⇒


                           
[image: image193.wmf]∠

ΒΑΕ=2
[image: image194.wmf]∠

ΕΑΓ και 
[image: image195.wmf]∠

ΖΑΔ=2
[image: image196.wmf]∠

ΓΑΖ                                     (12)
Οι σχέσεις (12) σημαίνουν ότι στα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΓ, οι ΑΕ, ΑΖ είναι τριχοτόμοι των γωνιών τους ΒΑΓ, ΓΑΔ, αντίστοιχα.

Αλλά στα τρίγωνα αυτά αληθεύουν και οι δύο ισότητες της (2), αντίστοιχα. Τούτο, σύμφωνα με το 20 αντίστροφο του Θεωρήματος 3, σημαίνει ότι:
                                    
[image: image197.wmf]∠

Β=2
[image: image198.wmf]∠

ΑΓΒ και 
[image: image199.wmf]∠

Δ=2
[image: image200.wmf]∠

ΑΓΔ.                                      (13).
Ακόμη, λόγω συμμετρίας είναι:   
[image: image201.wmf]∠

Β=
[image: image202.wmf]∠

Δ και 
[image: image203.wmf]∠

ΑΓΒ=
[image: image204.wmf]∠

ΑΓΔ.                      (14).
Έτσι από τις σχέσεις (13), (14)  
[image: image205.wmf]⇒



[image: image206.wmf]∠

Β=
[image: image207.wmf]∠

Δ=2
[image: image208.wmf]∠

ΑΓΒ=2
[image: image209.wmf]∠

ΑΓΔ=
[image: image210.wmf]∠

ΑΓΒ+
[image: image211.wmf]∠

ΑΓΔ=
[image: image212.wmf]∠

ΒΓΔ=
[image: image213.wmf]∠

Γ    ή 

                                                               
[image: image214.wmf]∠

Β=
[image: image215.wmf]∠

Γ=
[image: image216.wmf]∠

Δ.                                       (1).
Δεύτερο Ζητούμενο.
1/. Ευθύ.
Αφού οι ΑΕ, ΑΖ, είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α, θα είναι:

                                                
[image: image217.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image218.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image219.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                                      (1′).
Επίσης, αφού οι Αε, Αζ είναι οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α, θα είναι:

                                              
[image: image220.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image221.wmf]∠

εΑζ=
[image: image222.wmf]∠

ζΑΔ=ω.                                         (2′′).
Έτσι, από τις (1′) και (2′′), με πρόσθεση κατά μέλη, παίρνουμε:

                   
[image: image223.wmf]∠

ΒΑΕ+
[image: image224.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image225.wmf]∠

ΕΑΖ+
[image: image226.wmf]∠

εΑζ=
[image: image227.wmf]∠

ζΑΔ+
[image: image228.wmf]∠

ΔΑΖ=φ+ω
[image: image229.wmf]⇒


                                 
[image: image230.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image231.wmf]∠

ΕΑΖ+
[image: image232.wmf]∠

εΑζ=
[image: image233.wmf]∠

ζΑΖ=φ+ω                                       (3).

                           ή   
[image: image234.wmf]∠

ΕΑε+
[image: image235.wmf]∠

ΕΑΖ+
[image: image236.wmf]∠

εΑζ+
[image: image237.wmf]∠

ζΑΖ=3(φ+ω)=3600.                         (4).
Συνεπώς, από τις (3), (4) 
[image: image238.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image239.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image240.wmf]∠

εΑζ+
[image: image241.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image242.wmf]∠

ζΑΖ=φ+ω=1200.
2/. 10 Αντίστροφο.

Δηλαδή αν οι ΑΕ, ΑΖ, είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α και είναι:

                                                    
[image: image243.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image244.wmf]∠

ΖΑζ=1200,                                          (2′).
θα αποδείξουμε ότι οι Αε, Αζ, είναι οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α.
Πραγματικά είναι:          
[image: image245.wmf]∠

ΕΑε+
[image: image246.wmf]∠

εΑζ+
[image: image247.wmf]∠

ΕΑΖ+
[image: image248.wmf]∠

ΖΑζ=3600.                               (5).
Από τις (2′) και (5) 
[image: image249.wmf]⇒

                
[image: image250.wmf]∠

εΑζ+
[image: image251.wmf]∠

ΕΑΖ=1200.                                           (6).
Από τις (2′) και (6) 
[image: image252.wmf]⇒

 
[image: image253.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image254.wmf]∠

εΑζ+
[image: image255.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image256.wmf]∠

ΖΑζ    ή      
                      
[image: image257.wmf]∠

ΕΑΒ+ΒΑε=
[image: image258.wmf]∠

εΑζ+
[image: image259.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image260.wmf]∠

ζΑΔ+
[image: image261.wmf]∠

ΔΑΖ.                                   (7).
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Άρα η (7), λόγω της (1′), που αληθεύει, γίνεται:     
[image: image262.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image263.wmf]∠

εΑζ=
[image: image264.wmf]∠

ζΑΔ.

Τούτο σημαίνει ότι οι Αε, Αζ, είναι πραγματικά οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α.
3/. 20 Αντίστροφο.
Δηλαδή αν οι Αε, Αζ, είναι οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α και είναι:

                                                    
[image: image265.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image266.wmf]∠

ΖΑζ=1200,                                           (2′).
θα αποδείξουμε ότι οι ΑΕ, ΑΖ, είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.
Πραγματικά και εδώ θα αληθεύει η παραπάνω σχέση (5), οπότε από τις (2′) και (5), προκύπτει ότι αληθεύει και η (6).
Έτσι, από τις (2′) και (6) προκύπτει ότι αληθεύει και η (7).
Άρα η (7), λόγω της (2’’), που αληθευει, γίνεται:     
[image: image267.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image268.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image269.wmf]∠

ΖΑΔ.
Τούτο σημαίνει ότι οι ΑΕ, ΑΖ, είναι πραγματικά οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.
Διερεύνηση.

Γεννάται το ερώτημα: «Είναι δυνατή πάντοτε η Κατασκευή των δύο τριχοτόμων σε ένα τέτοιο ειδικό ρομβοειδές»; Η απάντηση είναι θετική και η απόδειξη τούτου δίνεται στην διερεύνηση της Κατασκευής 6, που ακολουθεί.

Συμπέρασμα.
Για να τριχοτομήσουμε την γωνία Α, που μας δίνεται, πρέπει να μπορέσουμε να λύσουμε το παρακάτω Πρόβλημα:

«Να κατασκευασθεί ρομβοειδές ΑΒΓΔ συμμετρικό ως προς ΑΓ, του οποίου δίνεται η γωνία Α και είναι: 
[image: image270.wmf]∠

Β=
[image: image271.wmf]∠

Γ=
[image: image272.wmf]∠

Δ».

Τούτο προφανώς είναι αδύνατο, καθώς, όπως στο συμπέρασμα 1 του Θεωρήματος 3 αποδεικνύεται, τα δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΓ, δεν κατασκευάζονται. 

Παρατήρηση.

Βασιζόμενοι στο παραπάνω Θεώρημα, θα μας είναι εύκολη και η λύση σχετικών Προβλημάτων ή Προτάσεων, που θα ακολουθήσουν αργότερα. 
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7. ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗ ΓΩΝΙΑΣ ΕΙΔΙΚΟΥ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟΥ. 
Επέκταση της Κατασκευής 4 και σε Ειδικό Τετράπλευρο.
Κατασκευή 6 (Σχήμα 4).
Δίνεται ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ (ορολογία F.G-M, Ιησουϊτών, σελίδα 1203), με άξονα συμμετρίας την ΑΓ, για το οποίο είναι:              
[image: image273.wmf]∠

Β=
[image: image274.wmf]∠

Γ=
[image: image275.wmf]∠

Δ.               (1).
Ζητείται η τριχοτόμηση της κυρτής γωνίας του Α και στη συνέχεια η τριχοτόμηση της μη κυρτής γωνίας του Α, με βάση τις τριχτόμους της κυρτής γωνίας Α, που θα έχουμε ήδη κατασκευάσει.
Ακόμη, αν μας δίνονται οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας του Α, να τριχοτομηθεί η κυρτή γωνία του Α.
Λύσεις.
10ς. Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 5).
Πρώτο ζητούμενο.
(α). Τριχοτόμηση της Κυρτής Γωνίας Α:
1/. Ανάλυση.

Έστω ότι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α, κατασκευάσθηκαν και είναι 

ΑΕ, ΑΖ, οπότε είναι:     
[image: image276.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image277.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image278.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                                             (2).

Σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 5, για τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΓ, θα είναι:

                                      
[image: image279.wmf]∠

Β=2
[image: image280.wmf]∠

ΑΓΒ,          
[image: image281.wmf]∠

Δ=2
[image: image282.wmf]∠

ΑΓΔ.                                  (3).

                                               και 
[image: image283.wmf]∠

ΑΕΒ=
[image: image284.wmf]∠

ΑΖΔ=600.                                         (4).

Αυτά μας οδηγούν στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.

Για το τρίγωνο ΑΒΓ, αν εφαρμόσουμε την Κατασκευή 4 με
[image: image285.wmf]∠

ΑΕΒ=600, κατασκευάζουμε ευθεία ΑΕ.

Όμοια, για το τρίγωνο ΑΔΓ, αν εφαρμόσουμε την Κατασκευή 4 με
[image: image286.wmf]∠

ΑΖΔ=600, 

κατασκευάζουμε ευθεία ΑΖ.

Λέμε ότι οι ΑΕ και ΑΖ είναι οι ζητούμενοι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.

3/. Απόδειξη.

Επειδή, για το ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ, αληθεύουν οι (1) και (4), σύμφωνα   

με το αντίστροφο του Θεωρήματος 5, οι ΑΕ, ΑΖ είναι πραγματικά τριχοτόμοι 
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της κυρτής γωνίας Α.

4/. Διερευνηση.
Στο Πρόβλημα 6, επειδή, σύμφωνα, με τη διερεύνηση του Προβλήματος 4, η Κατασκευή των τριχοτόμων των γωνιών ΒΑΓ και ΓΑΔ είναι πάντοτε δυνατή και εδώ οι τριχοτόμοι ΑΕ και ΑΖ της κυρτής γωνίας Α του ρομβοειδούς ΑΒΓΔ, είναι πάντοτε δυνατή.

(β). Τριχοτόμηση της μη  Κυρτής Γωνίας Α:

1/. Ανάλυση.

Έστω ότι οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α, κατασκευάσθηκαν και είναι Αε, Αζ, οπότε θα είναι:               
[image: image287.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image288.wmf]∠

εΑζ=
[image: image289.wmf]∠

ζΑΔ=ω.                         (1).

Αλλά επειδή μας δίνονται και οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α, θα είναι:

                                                           
[image: image290.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image291.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image292.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                         (2).

Έτσι, αφού αληεύουν οι (1), (2), σύμφωνα με το ευθύ του δεύτερου ζητούμενου του Θεωρήματος (5), θα είναι:
                                 
[image: image293.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image294.wmf]∠

εΑζ+
[image: image295.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image296.wmf]∠

ζΑΖ=φ+ω=1200.                           (3).

Άρα, η (3) μας οδηγεί στην παρακάτω κατασκευή.

2/. Κατασκευή.

Στρέφουμε την ΑΖ δεξιόστροφα περί το Α κατά γωνία 1200 και προκύπτει η Αζ (
[image: image297.wmf]∠

ΖΑζ=1200).
Στη συνέχεια στρέφουμε και την ΑΕ αριστερόστροφα περί το Α κατά γωνία 1200 και προκύπτει η Αε (
[image: image298.wmf]∠

ΕΑε=1200).
Λέμε ότι οι Αε και Αζ είναι οι ζητούμενες τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α.

3/. Απόδειξη.

Επειδή αληθεύει η σχέση (2) και από την κατασκευή είναι:  
[image: image299.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image300.wmf]∠

ΖΑζ=1200, σύμφωνα με το 10  αντίστροφο του δεύτερου ζητούμενου του Θεωρήματοτος 5, οι Αε, Αζ είναι πραγματικά τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α.

4/. Διερευνηση.

Στο Πρόβλημα 6, επειδή, σύμφωνα, με τη διερεύνηση του Προβλήματος 4, η Κατασκευή των τριχοτόμων των γωνιών ΒΑΓ και ΓΑΔ είναι πάντοτε δυνατή 

και εδώ οι τριχοτόμοι Αε και Αζ της μη κυρτής γωνίας Α του ρομβοειδούς ΑΒΓΔ, είναι πάντοτε δυνατή, καθώς είναι πάντοτε 
[image: image301.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image302.wmf]∠

ΖΑζ=1200.
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Δεύτερο Ζητούμενο.

1/. Ανάλυση.

Έστω ότι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α, κατασκευάσθηκαν και είναι ΑΕ, ΑΖ, οπότε θα είναι:                   
[image: image303.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image304.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image305.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                         (1).

Αλλά, επειδή μας δίνονται και οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α, θα είναι:

                                                           
[image: image306.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image307.wmf]∠

εΑζ=
[image: image308.wmf]∠

ζΑΔ=ω.                          (2).

Έτσι, αφού αληεύουν οι (1), (2), σύμφωνα με το ευθύ του δεύτερου ζητούμενου του Θεωρήματος (5), θα είναι:

                                 
[image: image309.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image310.wmf]∠

εΑζ+
[image: image311.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image312.wmf]∠

ζΑΖ=φ+ω=1200.                           (3).

Άρα, η (3) μας οδηγεί στην παρακάτω κατασκευή.

2/. Κατασκευή.

Στρέφουμε την την Αε δεξιόστροφα περί το Α κατά γωνία 1200 και προκύπτει η ΑΕ (
[image: image313.wmf]∠

εΑΕ=1200).
Στη συνέχεια στρέφουμε και την Αζ αριστερόστροφα περί το Α κατά γωνία 1200 και προκύπτει η ΑΖ (
[image: image314.wmf]∠

ζΑΖ=1200).
Λέμε ότι οι ΑΕ και ΑΖ είναι οι ζητούμενες τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.

3/. Απόδειξη.

Επειδή, για το ρομβοειδές ΑΒΓΔ, αληθεύει η σχέση (2) και επειδή πάντοτε είναι 
[image: image315.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image316.wmf]∠

ΖΑζ=1200 (Θεώρημα 5), σύμφωνα με το 20 αντίστροφο του δεύτερου ζητούμενου του Θεωρήματοτος 5, οι ΑΕ, ΑΖ είναι πραγματικά τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.

4/. Διερεύνηση.

Αν μας δίνονται οι τριχοτόμοι Αε και Αζ, κατασκευάζονται πάντοτε και οι τριχοτόμοι ΑΕ, ΑΖ, καθώς είναι πάντοτε:   
[image: image317.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image318.wmf]∠

ΖΑζ=1200.
20ς. Τρόπος (Αναλυτικός).
Πρώτο ζητούμενο.
(α). Τριχοτόμηση της Κυρτής Γωνίας Α:
1/. Ανάλυση.

Έστω ότι οι δύο τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α, κατασκευάσθηκαν και είναι 

ΑΕ, ΑΖ, οπότε είναι:     
[image: image319.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image320.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image321.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                                             (2).

Παρατηρούμε ότι επειδή το ρομβοειδές ΑΒΓΔ είναι συμμετρικό ως προς την 

ΑΓ, αποτελείται από δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΓ, οπότε θα είναι: 
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[image: image322.wmf]∠

ΒΑΓ=
[image: image323.wmf]∠

ΓΑΔ.

Έτσι, από αυτή και την (2) 
[image: image324.wmf]⇒

 

                     
[image: image325.wmf]∠

ΕΑΓ=
[image: image326.wmf]∠

ΓΑΖ=
[image: image327.wmf]∠

ΕΑΖ/2=φ/2 ή 
[image: image328.wmf]∠

ΕΑΖ=2
[image: image329.wmf]∠

ΕΑΓ=2
[image: image330.wmf]∠

ΓΑΖ=φ.

Άρα, λόγω της (2), θα είναι: 

                              
[image: image331.wmf]∠

ΒΑΕ=2
[image: image332.wmf]∠

ΕΑΓ=φ και 
[image: image333.wmf]∠

ΖΑΔ=2
[image: image334.wmf]∠

ΓΑΖ=φ.                            (3).
Τούτο σημαίνει ότι στα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΓ οι ΑΕ, ΑΖ είναι τριχοτόμοι των γωνιών ΒΑΓ και ΓΑΔ, αντίστοιχα.

Εξάλλου, λόγω συμμετρίας θα είναι και: 
[image: image335.wmf]∠

ΑΓΒ=
[image: image336.wmf]∠

ΑΓΔ=
[image: image337.wmf]∠

ΒΓΔ/2=
[image: image338.wmf]∠

Γ/2, και λόγω της (1), θα είναι:                      
[image: image339.wmf]∠

Β=2
[image: image340.wmf]∠

ΑΓΒ και 
[image: image341.wmf]∠

Δ=2
[image: image342.wmf]∠

ΑΓΔ.                    (4).

Άρα, για τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΓ, έχουμε την περίπτωση της Κατασκευής 4, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή:
2/. Κατασκευή.

Για το τρίγωνο ΑΒΓ, αν εφαρμόσουμε την Κατασκευή 4 με
[image: image343.wmf]∠

ΑΕΒ=600, κατασκευάζουμε ευθεία ΑΕ, για την οποία είναι:          
[image: image344.wmf]∠

ΒΑΕ=2
[image: image345.wmf]∠

ΕΑΓ.               (5).
Όμοια, για το τρίγωνο ΑΔΓ, αν εφαρμόσουμε την Κατασκευή 4 με
[image: image346.wmf]∠

ΑΖΔ=600, 

κατασκευάζουμε ευθεία ΑΖ, για την οποία είναι:  
[image: image347.wmf]∠

ΔΑΖ=2
[image: image348.wmf]∠

ΖΑΓ.                (6).

Λέμε ότι οι ΑΕ και ΑΖ είναι οι ζητούμενες τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.

3/. Απόδειξη.

Μετά τα παραπάνω, εύκολα βρίσκουμε ότι τα ζεύγη των τριγώνων ΑΒΕ, ΑΔΖ και ΑΓΕ, ΑΓΖ, είναι ίσα κατά ζεύγη, οπότε θα είναι και   
[image: image349.wmf]∠

ΕΑΓ=
[image: image350.wmf]∠

ΖΑΓ.        (7).

Επομένως, από τις (5), (6), (7) 
[image: image351.wmf]⇒

 
[image: image352.wmf]∠

ΒΑΕ=2
[image: image353.wmf]∠

ΕΑΓ=2
[image: image354.wmf]∠

ΖΑΓ=
[image: image355.wmf]∠

ΔΑΖ=
[image: image356.wmf]∠

ΕΑΓ+
[image: image357.wmf]∠

ΖΑΓ= 
[image: image358.wmf]∠

ΕΑΖ                   ή      
[image: image359.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image360.wmf]∠

ΕΑΖ=
[image: image361.wmf]∠

ΖΑΔ=φ.                                               (8).

Τούτο προφανώς σημαίνει ότι οι ΑΕ και ΑΖ είναι πραγματικά οι ζητούμενες τριχοτόμοι της γωνίας Α.
4/. Διερευνηση.

Στο Πρόβλημα 6, επειδή, σύμφωνα, με τη διερεύνηση του Προβλήματος 4, η Κατασκευή των τριχοτόμων των γωνιών ΒΑΓ και ΓΑΔ είναι πάντοτε δυνατή και εδώ οι τριχοτόμοι ΑΕ και ΑΖ της γωνίας Α του ρομβοειδούς ΑΒΓΔ, είναι πάντοτε δυνατή.

(β). Τριχοτόμηση της μη  Κυρτής Γωνίας Α:
1/. Ανάλυση.

Έστω ότι οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α, κατασκευάσθηκαν και 
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είναι οι Αε, Αζ, οπότε θα είναι:  
[image: image362.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image363.wmf]∠

εΑζ=
[image: image364.wmf]∠

ζΑΔ=ω.

Αλλά επειδή αληθεύει  και η (8), θα είναι: 3(φ+ω)=3600 ή φ+ω=1200.
Άρα, 
[image: image365.wmf]∠

ΕΑΒ+
[image: image366.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image367.wmf]∠

ΖΑΔ+
[image: image368.wmf]∠

ΔΑζ=1200, ή 
[image: image369.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image370.wmf]∠

ΖΑζ, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή:

2/. Κατασκευή.

Στρέφουμε την τη ΑΖ δεξιόστροφα περί το Α κατά γωνία 1200 και προκύπτει η Αζ (
[image: image371.wmf]∠

ΖΑζ=1200).
Στη συνέχεια στρέφουμε και την ΑΕ αριστερόστροφα περί το Απκατά γωνία 1200 και προκύπτει η Αε (
[image: image372.wmf]∠

ΕΑε=1200).
Λέμε ότι οι Αε και Αζ είναι οι ζητούμενες τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α.

3/. Απόδειξη.

Προφανώς είναι:             
[image: image373.wmf]∠

ΔΑζ=1200-
[image: image374.wmf]∠

ΔΑΖ=1200-φ.                                       (1).
και                                     
[image: image375.wmf]∠

ΒΑε=1200-
[image: image376.wmf]∠

ΕΑΒ=1200-φ.                                      (2).
Ακόμη είναι:  
[image: image377.wmf]∠

εΑζ+ΕΑΖ = 3600- (
[image: image378.wmf]∠

ΕΑε+ΖΑζ) ή 
[image: image379.wmf]∠

εΑζ+φ=3600-2.1200 =1200   ή
                                                        
[image: image380.wmf]∠

εΑζ=1200-φ.                                              (3).

Συνεπώς, από τις σχέσεις (1), (2), (3) 
[image: image381.wmf]⇒

  
[image: image382.wmf]∠

ΔΑζ=
[image: image383.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image384.wmf]∠

εΑζ.                      (4).
Η σχέση (4) φανερώνει ότι οι Αε, Αζ είναι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α.
4/. Διερευνηση.

Στο Πρόβλημα 6, επειδή, σύμφωνα, με τη διερεύνηση του Προβλήματος 4, η Κατασκευή των τριχοτόμων των γωνιών ΒΑΓ και ΓΑΔ είναι πάντοτε δυνατή και εδώ οι τριχοτόμοι ΑΕ και ΑΖ της γωνίας Α του ρομβοειδούς ΑΒΓΔ, είναι πάντοτε δυνατή.

Δευτερο Ζητούμενο.
Έστω ότι οι Αε και Αζ είναι  οι δύο ζητούμενες τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας του Α, που μας δίνεται, θα κατασκευάσουμε τις τριχοτόμους της κυρτής γωνίας Α.
1/. Ανάλυση.

Αν λάβουμε υπόψη μας, όλα τα παραπάνω οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.

Στρέφουμε την Αε δεξιόστροφα περί το Α, κατά γωνία 1200, οπότε προκύπτει η 

ΑΕ (
[image: image385.wmf]∠

εΑΕ=1200).
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Στη συνέχεια, στρέφουμε και την Αζ αριστερόστροφα περί το Α κατά γωνία 1200 και προκύπτει η ΑΖ (
[image: image386.wmf]∠

ζΑΖ=1200).
Λέμε ότι οι ΑΕ και ΑΖ είναι οι ζητούμενες τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.
3/. Απόδειξη.

Επειδή από την υπόθεση είναι: 
[image: image387.wmf]∠

ΒΑε =
[image: image388.wmf]∠

εΑζ= 
[image: image389.wmf]∠

ζΑΔ=ω                              (1).

και από την κατασκευή είναι:      
[image: image390.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image391.wmf]∠

ΖΑζ=1200.                                     (2).

θα είναι:   
[image: image392.wmf]∠

εΑζ+ 
[image: image393.wmf]∠

ΕΑΖ =3600-(ΕΑε
[image: image394.wmf]∠

+
[image: image395.wmf]∠

ΖΑζ)=3600-2.1200 =1200    ή   

                 
[image: image396.wmf]∠

εΑζ+
[image: image397.wmf]∠

ΕΑΖ=1200  ή  
[image: image398.wmf]∠

εΑζ=1200-
[image: image399.wmf]∠

ΕΑΖ.                                        (3).

Εξάλλου είναι:               
[image: image400.wmf]∠

ΒΑε=
[image: image401.wmf]∠

ΕΑε-
[image: image402.wmf]∠

ΒΑΕ=1200-
[image: image403.wmf]∠

ΒΑΕ.                             (4).

και                                   
[image: image404.wmf]∠

ζΑΔ=
[image: image405.wmf]∠

ΖΑζ-
[image: image406.wmf]∠

ΔΑΖ=1200-
[image: image407.wmf]∠

ΔΑΖ.                             (5).

Έτσι, η (1) λόγω των (3), (4), (5), γίνεται:
 1200-
[image: image408.wmf]∠

ΒΑΕ=1200-
[image: image409.wmf]∠

ΕΑΖ=1200=
[image: image410.wmf]∠

ΖΑΔ ή 
[image: image411.wmf]∠

ΒΑΖ =
[image: image412.wmf]∠

ΕΑΕ= 
[image: image413.wmf]∠

ΖΑΔ=φ, δηλαδή πραγματικά η ΑΕ και ΑΖ είναι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.

4/. Διερευνηση.

Είναι φανερό ότι η κατασκευή των τριχοτόμων ΑΕ, ΑΖ, είναι πάντοτε δυνατή, αν μας δίνονται οι τριχοτόμοι Αε, Αζ, καθώς αληθεύει πάντοτε και η (2).
8. ΒΟΗΘΗΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ (ΛΗΜΜΑ). 
Θεώρημα 7 (Σχήμα 5).
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο η διαφθορά των οξειών γωνιών του είναι ίση με τη γωνία που σχηματίζουν η διάμεσος και το ύψος του, που αντιστοιχούν στην υποτείνουσά του τριγώνου αυτού 

[image: image1]
Απόδειξη.

Δηλαδή, αν ΑΒΓ είναι ορθογώνιο τρίγωνο στο Α, στο οποίο είναι 
[image: image414.wmf]∠

Β≥
[image: image415.wmf]∠

Γ, ΑΜ, ΑΤ είναι η διάμεσος και το ύψος του αντίστοιχα και 
[image: image416.wmf]∠

ΜΑΤ=ω, θα αποδείξουμε ότι είναι:          
[image: image417.wmf]∠

Β-
[image: image418.wmf]∠

Γ=ω.                (1).
Πραγματικά είναι:
[image: image419.wmf]∠

Β = 
[image: image420.wmf]∠

ΒΑΜ =
                    
[image: image421.wmf]∠

ΒΑΤ+
[image: image422.wmf]∠

ΤΑΜ.              (2).
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Αλλά είναι: 
[image: image423.wmf]∠

ΒΑΤ=Γ, οπότε η (2) γίνεται:                        
[image: image424.wmf]∠

Β=
[image: image425.wmf]∠

Γ+
[image: image426.wmf]∠

ΤΑΜ ή 
[image: image427.wmf]∠

Β-
[image: image428.wmf]∠

Γ=
[image: image429.wmf]∠

ΤΑΜ=ω.                       (3).

Τούτο είναι δυνατό να αποδειχθεί και ως εξής:


[image: image430.wmf]∠

Β=
[image: image431.wmf]∠

ΓΑΤ και 
[image: image432.wmf]∠

Γ=
[image: image433.wmf]∠

ΓΑΜ
[image: image434.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image435.wmf]∠

Β-
[image: image436.wmf]∠

Γ=
[image: image437.wmf]∠

ΓΑΤ-
[image: image438.wmf]∠

ΓΑΜ=
[image: image439.wmf]∠

ΜΑΤ=ω.                        (3).
 Παρατήρηση.

Αν η ΑΔ είναι η συμμετρική της ΑΜ, ως προς το ΑΤ, τότε θα είναι και:


[image: image440.wmf]∠

ΔΑΤ=
[image: image441.wmf]∠

ΤΑΜ=ω ή 
[image: image442.wmf]∠

Β-
[image: image443.wmf]∠

Γ=
[image: image444.wmf]∠

ΔΑΤ=
[image: image445.wmf]∠

ΤΑΜ=
[image: image446.wmf]∠

ΜΑΔ/2=ω.                                (4).

9. ΒΟΗΘΗΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ ΡΟΜΒΟΥ (ΛΗΜΜΑ). 
Επέκταση του Θεωρήματος 7 και σε Ρόμβο.
Θεώρημα 8 (Σχήμα 6).

Σε τυχαίο δοσμένο ρόμβο ΑΒΓΔ (
[image: image447.wmf]∠

Β≥
[image: image448.wmf]∠

Α), του οποίου Ο είναι η τομή των διαγώνιων του, Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, είναι τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα και η ΟΕ είναι η ισοκλινής πχ της ΟΜ1, στην ΑΒ. Να αποδειχθεί ότι είναι:                                              
[image: image449.wmf]∠

Β-
[image: image450.wmf]∠

Α=
[image: image451.wmf]∠

Μ1ΟΕ=ω.                                       (1).
[image: image494.emf]2ù
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Σχήμα 5.

Απόδειξη.
Λόγω συμμετρίας είναι:

[image: image452.wmf]∠

ΔΑΟ=
[image: image453.wmf]∠

ΟΑΒ,    ή 

2
[image: image454.wmf]∠

ΔΑΟ=2
[image: image455.wmf]∠

ΟΑΒ=
[image: image456.wmf]∠

Α.     (2).

και 
[image: image457.wmf]∠

ΑΒΟ=
[image: image458.wmf]∠

ΟΒΓ,   ή 

2
[image: image459.wmf]∠

ΑΒΟ=2
[image: image460.wmf]∠

ΟΒΓ=
[image: image461.wmf]∠

Β.     (3).

Στο ορθογώνιο ΟΑΒ, σύμφωνα με την παρατήρηση του Θεωρήματος 6, θα είναι:


[image: image462.wmf]∠

ΟΒΑ-
[image: image463.wmf]∠

ΟΑΒ=ω/2  ή        

2
[image: image464.wmf]∠

ΟΒΑ-2
[image: image465.wmf]∠

ΟΑΒ=ω.       (4).

Έτσι, η σχέση (4), λόγω των (2), (3), γίνεται:
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[image: image466.wmf]∠

Β-
[image: image467.wmf]∠

Α=ω. Δηλαδή αποδείχθηκε ότι αληθεύει η σχέση (1).

Παρατήρηση.

Επειδή προφανώς και τα τετράπλευρα ΑΜ1ΟΜ4, Μ1ΒΜ2Ο, ΟΜ2ΓΜ3, Μ4ΟΜ3Δ, είναι ρόμβοι ίσοι μεταξύ τους και όμοιοι με τον ρόμβο ΑΒΓΔ, θα είναι πχ 

[image: image468.wmf]∠

ΑΜ1Ο=
[image: image469.wmf]∠

Β, 
[image: image470.wmf]∠

Μ4ΑΜ1=
[image: image471.wmf]∠

Α και 
[image: image472.wmf]∠

ΑΜ1Ο-
[image: image473.wmf]∠

Μ4ΑΜ1=
[image: image474.wmf]∠

Β-
[image: image475.wmf]∠

Α=ω,                        (5).

                                          ή 
[image: image476.wmf]∠

Β=
[image: image477.wmf]∠

Α+ω, ή 
[image: image478.wmf]∠

Α=
[image: image479.wmf]∠

Β-ω.                                     (6).
Επομένως, 
[image: image480.wmf]∠

Β=
[image: image481.wmf]∠

Α+ω=
[image: image482.wmf]∠

Μ1ΟΜ4+
[image: image483.wmf]∠

Μ1ΟΕ=
[image: image484.wmf]∠

Μ4ΟΕ ή 
[image: image485.wmf]∠

Β=
[image: image486.wmf]∠

Μ4ΟΕ.             (7)

 και 
[image: image487.wmf]∠

Α=
[image: image488.wmf]∠

Β-ω=
[image: image489.wmf]∠

Μ1ΟΜ2-
[image: image490.wmf]∠

Μ1ΟΕ=
[image: image491.wmf]∠

ΕΟΜ2  ή  
[image: image492.wmf]∠

Α=
[image: image493.wmf]∠

ΕΟΜ2.                          (8).
(Συνέχεια στο συνημμένο 287).
[image: image495.bmp][image: image496.emf]ù
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