Θέμα Α

Α1, Α2, Α3 θεωρία σχολικού.

Α4 α) Λ (μια συνάρτηση μπορεί να έχει παράγουσα και να μην είναι συνεχής)
      β) Λ (πρέπει να υπάρχει το όριο της f στο xo) 
     γ) Λ (από θεωρία σχολικού η f δεν θα είναι απαραίτητα παραγωγίσιμη στα α και β     άρα δεν θα είναι απαραίτητα συνεχής  στα α και β) 
     δ) Λ (θα ήταν σωστό αν το ν ήταν θετικός φυσικός)
     ε) Λ (θα ήταν σωστό μόνο αν το Α ήταν διάστημα)


Θέμα Β

Β1 

i) f3(x) + f(x) = x – 1  f(x)[f2(x) + 1] = x – 1  f(x) = 

|f(x)| = |= ≤ |x-1| => |f(x)| ≤ |x-1|  -|x-1| ≤ f(x) ≤ |x-1| και με κριτήριο παρεμβολής βρίσκουμε ότι =0.

Στη f3(x) + f(x) = x – 1 για x=1 βρίσκουμε f(1) = 0 = =0

Οπότε f συνεχής στο 1.

Έχουμε f3(x) + f(x) = x – 1  f3(x) + f(x) +1= x, δηλαδή η εξίσωση y=f(x) έχει μοναδική λύση ως προς x, άρα η f είναι ‘’1-1’’ άρα και αντιστρέψιμη.

f3(x) + f(x) +1= x  y3 + y + 1 = x  y3 + y + 1 = f-1(y)  f-1(x) = x3 + x + 1, x.

ii) για να υπολογίσω το όριο θέτω f(x) = u και χρησιμοποιώ τη σχέση της εκφώνησης.


B2

·  = 

Είναι  =    = 0 εφαρμόζοντας DLH για τη μορφή –οο/+οο.

[bookmark: _GoBack]Είναι  =  εφαρμόζοντας DLH οπότε αφού η f’ είναι συνεχής στο 1 είναι 

Άρα  = 0

·  = 0  = 0 (1)

Έστω F(1) < 0 τότε η y =  είναι συνεχής στο [F(1), 0] και  με το «=» να μην ισχύει παντού αφού η f είναι μη σταθερή (αν ίσχυε παντού τότε f(x) = 1 άτοπο). Οπότε 0   που είναι άτοπο από (1).

Ομοίως απορρίπτουμε και την περίπτωση F(1) > 0.

Οπότε F(1) = 0.

 =  εφαρμόζοντας κανόνα DLH για τη μορφή 0/0.
 σημαίνει 1  οπότε 0  άρα και 0f3(x) + f(x)                        0 ≤ f(x)[f2(x) + 1] άρα 0 < f(x) κοντά στο 0 και  = f(1) = 0 οπότε 
 =  = +οο


B3. (f-1)’(x) = 3x2 + 1 > 0 για κάθε x άρα f-1 γνησίως αύξουσα στο R.

Έστω x1, x2  με x1 < x2 => f-1(f(x1)) < f-1(f(x2) => f(x1) < f(x2) άρα f γνησίως αύξουσα στο R.

Θα αποδείξουμε ότι αν η f είναι γνησίως αύξουσα τότε τα κοινά σημεία της Cf και της Cf-1 βρίσκονται πάνω στην ευθεία y=x, δηλαδή ότι η εξίσωση f-1(x) = f(x)  f(x) = x

H f είναι γνησίως αύξουσα στο R άρα και ‘’1-1’’.

f-1(x) = f(x)  f(f-1(x)) = f(f(x))  f(f(x)) = x

Έστω ότι υπάρχει xo ρίζα της f(f(x)) = x τέτοιο ώστε f(xo) < xo => f(f(xo)) < f(xo) =>     xo < f(xo) άτοπο

Έστω ότι υπάρχει xo ρίζα της f(f(x)) = x τέτοιο ώστε f(xo) > xo => f(f(xo)) > f(xo) =>     xo > f(xo) άτοπο

Άρα θα ισχύει f(xo) = xo για κάθε ρίζα xo της εξίσωσης f(f(x)) = x

Άρα η εξίσωση f-1(x) = f(x)  f(f(x)) = x  f(x) = x  f-1(x) = x  x3 = -1  x = -1

Ζητώ το εμβαδό του χωρίου Ω = (Cf, Cf-1, x = -1, x = 0)

f-1(x) > x  x > -1 άρα

E(Ω) = 2 επειδή οι Cf, Cf-1 είναι συμμετρικές ως προς την y=x.

Υπολογίζουμε το Ε(Ω) και βρίσκουμε το ζητούμενο εμβαδόν.



Θέμα Γ

Γ1 i) f(x) = 2f’(x) - f’’(x) - 1   f(x) + 1 – f’(x) = f’(x) – f’’(x)                                         f(x) + 1 – f’(x) = [f(x) + 1 – f’(x)]’ => f(x) + 1 – f’(x) = cex (1)

Από εφαρμογή σχολικού lnx ≤ x – 1 για κάθε x > 0 με το «=» να ισχύει μόνο για x = 1. Για κάθε x  θέτοντας όπου x το ex > 0 παίρνουμε x + 1 ≤ ex με το «=» να ισχύει μόνο για x=0, οπότε  = f(0) + 1  f(0) = 0

Στην (1) για x=0 παίρνω c = 0, άρα f(x) + 1 = f’(x)  f(x) + 1 = [f(x) + 1]’ =>            f(x) + 1 = c1ex (2)

Στην (2) για x = 0 παίρνω c1 = 1, άρα f(x) = ex – 1

ii) f’’(x) = ex >0 για κάθε x άρα f κυρτή στο R. 

είναι h’(x) = f(x)  h’(x) = (ex – x)’ => h(x) = ex – x + c2 (3)

Στην (3) για x = 0 παίρνω c2 = 0 άρα h(x) = ex – x και επειδή η y=ex είναι πάνω από την y = x (ξεκάθαρο από γραφικές παραστάσεις) ισχύει h(x) > 0 για κάθε 

Γ2

Η εφαπτομένη της Cf στο σημείο (0, f(0)) έχει εξίσωση y – f(0) = f’(0)(x-0)  y = x.

f κυρτή άρα x ≤ f(x) για κάθε  με το «=» να ισχύει μόνο για x=0, οπότε    > 6.

Γ3

f’(x) = ex >0 για κάθε x άρα f γνησίως αύξουσα στο R άρα και ‘’1-1’’.
Για κάθε x>0 h’(x) = ex – 1 >0 και επειδή h συνεχής στο [0,+οο), h γνησίως αύξουσα στο [0,+οο) άρα και ‘’1-1’’ στο [0,+οο).

Για 0≤x έχουμε:
f(1-g(x)) = f()  1-g(x) =  
eg(x) – g(x) =   h(g(x)) = h(x2)  g(x) = x2

g’(x) = 0  2x = 0  x = 0. ‘Αρα αποδείχθηκε το ζητούμενο (ξ=0).

Γ4 

f(eh(x)) = f(eα)  eh(x) = eα  h(x) = α, διότι η f και η y = ex είναι ‘’1-1’’

h’(x) = 0  x = 0

h’(x) < 0  x < 0

h’(x) > 0  x > 0

h γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο (-οο,0) άρα h[(-οο,0)] = (, ) = (1, +oo)

h γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [0,+oo) άρα h([0,+oo)) = [, ) = [1, +οο)

Είναι ) = )) = +oo

Είναι  = 0 με κανόνα DLH.

Αν α = 1 τότε η εξίσωση h(x) = α έχει μοναδική λύση.

Αν α > 1 τότε η εξίσωση h(x) = α έχει δύο ακριβώς λύσεις.

Αν α < 1 τότε η εξίσωση h(x) = α δεν έχει καμία πραγματική λύση (αδύνατη).



Θέμα Δ

Δ1 f παραγωγίσιμη στο [0, 1] άρα από ΘΜΤ υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ώστε
f’(ξ) = f(1) – f(0)

στη σχέση της εκφώνησης για x = ξ προκύπτει [f(1) – 1]2 + [f(0) + 1]2 ≤ 0  οπότε 
f(1) = 1 και f(0) = -1

η σχέση της εκφώνησης γίνεται 2 ≤ f’(x) (1)

η f παραγωγίσιμη στο [0, x] για τυχαίο x ] και στο [x, 1] για τυχαίο x ), άρα από ΘΜΤ υπάρχει α   (0, x) και β  f’(α) =  και f’(β) = 

Στη σχέση (1) για x = α ισχύει 2x – 1 ≤ f(x)
Στη σχέση (1) για x = β ισχύει f(x) ≤ 2x – 1

Οπότε για κάθε x  θα ισχύει f(x) = 2x – 1

Δ2 g’’(x) = g(x)  g’’(x) +g’(x) = g’(x) + g(x)  [g’(x) + g(x)]’ = g’(x) + g(x) =>
g’(x) + g(x) = cex (2)
Στη σχέση (2) για x = 0 παίρνω c = 1 άρα

g’(x) + g(x) = ex  g’(x)ex + g(x)(ex)΄ = e2x  [g(x)ex]’ = )’ => g(x)ex =  + c2

για x = 0 παίρνω c2 =  άρα g(x) = 

Μονοτονία και σύνολο τιμών βρίσκονται με απλές διαδικασίες.

Δ3 
Παρατηρώ ότι η f είναι εφαπτομένη στην Cg στο σημείο (0,g(0)) και επίσης η g είναι κυρτή άρα f(x) ≤ g(x) για κάθε x στο [0,1] με το “=” να ισχύει μόνο για x = 0, άρα η εξίσωση f(x) = g(x) έχει μοναδική ρίζα x=0, άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι  το οποίο εύκολα υπολογίζουμε.

Δ4

J =  θέτω x = 

I=  παρατηρώ ότι  =  =1- 

Κ =  εφαρμόζω δύο φορές κατά παράγοντες ολοκλήρωση και λύνω την εξίσωση που προκύπτει με άγνωστο το Κ



