
 

    
 

 

 

 

 

ΑΡΟΛΥΤΗ΢ΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  

Γϋ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕ΢ΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΚΑΙ ΡΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γϋ ΤΑΞΗΣ ΕΡΑΛ (ΟΜΑΔΑ Βϋ) 
 

 

 

 

 

 

 

ΜΑΘΘΜΑΣΙΚΑ  

ΘΕΣΙΚΘ΢ ΚΑΙ ΣΕΧΝΟΛΟΓΙΚΘ΢ 

ΚΑΣΕΤΘΤΝ΢Θ΢ 

 

ΔΕΤΣΕΡΑ 25 MAΪΟΤ 2015 

 

 

 

 

 
Λφσεις  

των  

θεμάτων 
 

 

 

Ζκδοση 2η   (13/06/2015)  



 
 

– 2 – 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Οι απαντιςεισ και οι λφςεισ  

είναι αποτζλεςμα ςυλλογικισ δουλειάσ 

των Επιμελθτϊν των φακζλων του Λυκείου 

του Δικτυακοφ Τόπου mathematica.gr 

με βάςθ υλικό που αναρτικθκε ςτο mathematica 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=133&t=49688 

 

 
 

 

΢υνεργάστηκαν οι: 

΢τράτθσ Αντωνζασ, Ανδρζασ Βαρβεράκθσ, Βαςίλθσ Κακαβάσ,  

Γιώργθσ Καλακάκθσ, Φωτεινι Καλδι, ΢πφροσ Καρδαμίτςθσ,  

Νίκοσ Κατςίπθσ,  Χριςτοσ Κυριαηισ, ΢τάκθσ Κοφτρασ 

Μίλτοσ Παπαγρθγοράκθσ, Λευτζρθσ Πρωτοπαπάσ,  Γιώργοσ Ρίηοσ, 

 Μπάμπθσ ΢τεργίου, ΢ωτιρθσ ΢τόγιασ,  Αλζξανδροσ ΢υγκελάκθσ,   

Κώςτασ Σθλζγραφοσ,  Χριςτοσ Σςιφάκθσ 
 

 
 

 

Το Δελτίο διατίκεται ελεφκερα 

από το δικτυακό τόπο mathematica.gr 
 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=133&t=49688


 
 

– 3 – 

ΠΑΝΕΛΛΘΝΙΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢ Γ΄ ΣΑΞΘ΢ ΘΜΕΡΘ΢ΙΟΤ ΓΕΝΙΚΟΤ ΛΤΚΕΙΟΤ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΔΕΤΣΕΡΑ 25 MAΪΟΤ 2015 

ΕΞΕΣΑΗΟΜΕΝΟ ΜΑΘΘΜΑ: 

ΜΑΘΘΜΑΣΙΚΑ ΘΕΣΙΚΘ΢ ΚΑΙ ΣΕΧΝΟΛΟΓΙΚΘ΢ ΚΑΣΕΤΘΤΝ΢Θ΢ 
 

 

 

 

 ΘΕΜΑ  Α  
 

A1.  Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f, θ οποία είναι οριςμζνθ ςε ζνα κλειςτό διάςτθμα *α, β+. Αν  

 θ f είναι ςυνεχισ ςτο *α, β+ και  

 f(α)  f(β), 

τότε να αποδείξετε ότι για κάκε αρικμό η μεταξφ των f(α) και f(β) υπάρχει ζνασ τουλάχιςτον 

 0x α,β , τζτοιοσ ϊςτε  0f x .η  

Μονάδες 7 

A2.  Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f και 0x  ζνα ςθμείο του πεδίου οριςμοφ τθσ. Ρότε κα λζμε ότι θ f είναι ςυνε-

χισ ςτο 0x ; 

Μονάδες 4 

A3.  Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f με πεδίο οριςμοφ A. Ρότε λζμε ότι θ f παρουςιάηει ςτο 0x A  τοπικό ελά-

χιςτο; 

Μονάδες 4 

 

A4.  Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν, γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ, δίπλα ςτο γράμμα 

που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ, τθ λζξθ Σωστό, αν θ πρόταςθ είναι ςωςτι, ι Λάθος, αν θ πρό-

ταςθ είναι λανκαςμζνθ. 

 

α)  Αν για δφο ςυναρτιςεισ f, g ορίηονται οι ςυναρτιςεισ f g και g f , τότε  ιςχφει πάντοτε 

ότι f g g f . 

β)  Η διανυςματικι ακτίνα τθσ διαφοράσ των μιγαδικϊν α + βi  και γ + δi είναι θ διαφορά των 

διανυςματικϊν ακτίνων τουσ. 

γ) Για κάκε x ιςχφει ότι  ςυνx θμx  . 

δ)  Ζςτω f μία ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςε ζνα διάςτθμα *α, β+. Αν ιςχφει ότι  f x 0  για κάκε 

 x α,β  και θ ςυνάρτθςθ f δεν είναι παντοφ μθδζν ςτο διάςτθμα αυτό, τότε 

 
β

α
f x dx 0 . 

ε) Αν    
0x x

lim f x 0 και f x 0


  κοντά ςτο 0x , τότε 
 0x x

1
lim

f x
  . 

Μονάδες 10  
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ΑΠΑΝΣΘ΢ΕΙ΢  
 

Α1.  Σχολικό Βιβλίο ςελ 192. 

Α2.  Σχολικό Βιβλίο ςελ 188. 

Α3.  Σχολικό βιβλίο ςελ 259. 

Α4.  α)  Λάθος. Σχολικό βιβλίο ςελ 144. 

β)  ΢ωστό. Σχολικό βιβλίο ςελ 259. 

γ)  Λάθος. Σχολικό βιβλίο ςελ 225. 

δ)  ΢ωστό. Σχολικό βιβλίο ςελ 332. 

ε)  ΢ωστό. Σχολικό βιβλίο ςελ 178. 

 
 

 ΘΕΜΑ  Β  
 

Θεωροφμε τουσ μιγαδικοφσ αρικμοφσ z για τουσ οποίουσ ιςχφει:  

z 4 2 z 1   . 

B1.  Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των εικόνων αυτϊν των μιγαδικϊν αρικμϊν z είναι κφκλοσ 
με κζντρο τθν αρχι των αξόνων και ακτίνα ρ = 2. 

 Μονάδες 7  

B2.  Ζςτω 1 2

2 1

2z 2z
w

z z
  , όπου 1 2z , z δφο μιγαδικοί αρικμοί του ερωτιματοσ Β1. Να αποδείξετε ότι:  

α)  Ο w είναι πραγματικόσ και  
(μονάδεσ 4)  

β)   4 w 4   .  
(μονάδεσ 7)  

Μονάδες 11  
 

B3.  Αν w 4 , όπου w είναι ο μιγαδικόσ αρικμόσ του ερωτιματοσ Β2, να βρείτε τθ ςχζςθ που ςυνδζει 

τουσ μιγαδικοφσ αρικμοφσ 1 2z , z  και  3 1z 2i z να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφζσ τισ εικό-

νεσ      1 2 3A z ,B z ,Γ z  των μιγαδικϊν αρικμϊν 1 2 3z , z και z  είναι ιςοςκελζσ.  

Μονάδες 7  
 

 ΛΤ΢Θ: 
 

 

Β1. Ιςοδφναμα ζχουμε: 

     

 

      

     

       

       

     

2 2

2

z 4 2 z 1 z 4 4 z 1

z 4 z 4 4 z 1 z 1

zz 4z 4z 16 4 zz z z 1

zz 4z 4z 16 4zz 4z 4z 4

zz 4 z 4 z 2.

 

 Άρα ο γεωμετρικόσ τόποσ των εικόνων του z είναι κφκλοσ με κζντρο τθν αρχι των αξόνων και ακτίνα 

ρ = 2. 
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Β2 α. Είναι      1 1 1 1

1

4
|z | 2 z z 4 z

z
. Πμοια 2

2

4
z

z
.  

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 1 2 1 1 2 2 1

2 1

4 4

2z 2z z z z z z z 2z 2z
w 2 2 2 w

4 4z z z z z z z z

z z

 
    
              
    
 
 

. 

 Άρα w . 
 

   β. Από τθν τριγωνικι ανιςότθτα παίρνουμε διαδοχικά:  

         

     

       

     

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1 21 2

2 1 2 1

2z 2z 2z 2z 2z 2z z z
w 2 2

z z z z z z z z

z z2z 2z
2 2

z z z z

2 2
w 2 2 w 2 2

2 2

w 4 4 w 4 , αφοφ w .

 

Β3. Είναι: 

 

        

       

    

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1

22 2
1 2 1 1 2

1 2 1 2

2z 2z 2z 2z z z
w 4 2

z z z z z z

2z z z z z z 0

z z 0 z z .

 

Επομζνωσ:   

    

 

        

         

            

1 2 2 2 2 2

22
1 3 1 1 1 1 1

2 2
2 3 1 1 1 1 1

(ΑΒ) z z z z 2z 2 z

(ΑΓ) z z z 2iz z 1 2i z 1 -2 z 5

(ΒΓ) z z z 2iz z 1 2i z 1 2 z 5.

 

 Άρα: 

   1 3 2 3z z z z ΑΓ ΒΓ     . 
 

 ΘΕΜΑ  Γ  
 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  
x

2

e
f x , x

x 1
 


. 

Γ1. Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθ μονοτονία και να αποδείξετε ότι το ςφνολο τιμϊν τθσ είναι το διάς-

τθμα  0, . 

Μονάδες 6  
Γ2.  Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ  

  
2

3 x 2 e
f e x 1

5
     

ζχει ςτο ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν μία ακριβϊσ ρίηα.  
Μονάδες 8  
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Γ3.  Να αποδείξετε ότι  

   
4x

2x
f t dt 2xf 4x  

για κάκε x > 0. 
Μονάδες 4  

Γ4.  Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  

 
 

4x

2x

1
f t dt, x 0

g x x
2, x 0




 
 

  

Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ g είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0, . 

Μονάδες 7  
 

 

 ΛΤ΢Θ: 
 

 

Γ1. Η  ςυνάρτθςθ 
x

2

e
f(x)

x 1



 ορίηεται ςε όλο το  και είναι παραγωγίςιμθ ςτο  ωσ πθλίκο των πα-

ραγωγίςιμων ςυναρτιςεων x 2e ,x 1  με: 

x x 2 x x 2 x 2

2 2 2 2 2 2 2

e e (x 1) e ·2x e (x 1 2x) e (x 1)
f (x)

x 1 (x 1) (x 1) (x 1)



      
     

    
. 

Είναι προφανζσ ότι  


  


x 2

2 2

e (x 1)
f (x) 0

(x 1)
 για κάκε x 1  και επειδι θ f  είναι ςυνεχισ ςτο x 1 ,  

τελικά θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο . 

Επίςθσ
  

   
      

   

x
x

2 2x x x

e 1
lim f(x) lim lim e 0·0 0

x 1 x 1
, 

αφοφ x

x
lim e 0


  και  2

2x x

1
lim x 1 lim 0

x 1 

 
    

 
. 

Οι ςυναρτιςεισ 2xe , x 1 , είναι παραγωγίςιμεσ και x

x
lim e


  ,  2

x
lim x 1


   , και το όριο 

x

2x

e
lim

x 1

 
 

 
 υπάρχει, όπωσ φαίνεται παρακάτω, επομζνωσ ιςχφουν οι προχποκζςεισ εφαρμογισ 

του κανόνα De L’ Hospital. 

 Άρα  
 

 

xx

2x x x

x

x2

ee
lim f x lim lim lim

x 1 2

e

x
x 1

   

 
   






 
. 

Επίςθσ οι ςυναρτιςεισ xe , 2x , είναι παραγωγίςιμεσ και x

x
lim e


  , 
x

xlim 2


   , και το όριο 

x

x

e
lim

2x

 
 
 

 υπάρχει, όπωσ φαίνεται παρακάτω, επομζνωσ ιςχφουν οι προχποκζςεισ εφαρμογισ του 

κανόνα De L’ Hospital . 
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 Άρα  
 

 

x

x x x

x

lim f x lim lim
x

e e

22
  



   


. 

 Επομζνωσ  το ςφνολο τιμϊν είναι το  
 

  
x x

f(Α) lim f(x), lim f(x) (0, ) . 

 

Γ2. Είναι: 

   
2

3 x 2 3 x 2e
f e ·(x 1) f e ·(x 1) f(2)

5
           (1). 

Επειδι   θ  f  είναι γνθςίωσ αφξουςα , είναι και 1 1 . Επομζνωσ  θ  (1) είναι ιςοδφναμθ με τθν  

         


3 3 x 3
3 x 2 2

x 2

e e e e
e ·(x 1) 2 (x 1) 2 f(x)

e 2 x 1 2
. 

Πμωσ    
3e

f(Α) (0, )
2

, οπότε υπάρχει 0x  , τζτοιο ϊςτε 
3

o

e
f(x )

2
. 

Επιπλζον θ ςυνάρτθςθ είναι γνθςίωσ αφξουςα, άρα λαμβάνει κάκε τιμι τθσ ακριβϊσ μια φορά, οπό-

τε θ ανωτζρω εξίςωςθ ζχει ακριβϊσ μια ρίηα, τθ 0x . 
 

Γ3. Η f  είναι γνθςίωσ αφξουςα, οπότε για x 0  είναι: 

       2x t 4x f(2x) f(t) f(4x) f(4x) f(t) 0 , 

όπου θ ιςότθτα δεν ιςχφει παντοφ ςτο [2x,4x] . 

Επομζνωσ   

 

      

   

    

 

4x 4x 4x 4x 4x

2x 2x 2x 2x 2x

4x 4x
4x

2x
2x 2x

[f(4x) f(t)]dt 0 f(4x)dt f(t)dt 0 f(t)dt f(4x)dt

f(t)dt f(4x)· 1 f(t)dt 2xf(4x).

 

 

Γ4. Επειδι         
4x 4x 2x

2x 0 0
f t dt f t dt f t dt   άρα       

4x

2x
f t dt ' (4x)'f(4x) (2x)'f(2x) 4 f(4x) 2f(2x)   

Η g είναι παραγωγίςιμθ ςτο  0,  ωσ πθλίκο παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με 

        

 

  
  







  
4x 4x 4x

2x 2x 2x

2 2

2

x f t dt ' (x)' f t dt x 4f(4x) 2f(2x) f t dt
g (x)

x x

2 f(4x) f(2x)4xf(4x) 2xf(2x) 2xf(4x)
,

x x

 

 λόγω τθσ ανιςότθτασ που αποδείξαμε ςτο ερϊτθμα (Γ3). 

 

Για x 0  ιςχφει ότι f(4x) f(2x)  λόγω τθσ μονοτονίασ τθσ f. Άρα  
 

 


  
2 f(4x) f(2x)

0 g x 0
x

, 

Επίςθσ είναι  

4x

2x

x 0 x 0

f(t)dt
lim g(x) lim

x  



. 
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Οι ςυναρτιςεισ 
4x

2x
f(t)dt, x  ,  είναι παραγωγίςιμεσ , επομζνωσ και ςυνεχείσ. Άρα  

4x 0

2x 0x 0 x 0
lim f(t)dt f(t)dt 0, li x 0m

  
      

και το όριο 
 

4x

2x

x 0

f(t)dt
lim

x






 υπάρχει , όπωσ φαίνεται παρακάτω.  

Επομζνωσ ιςχφουν οι προχποκζςεισ εφαρμογισ του κανόνα De L’ Hospital .  Άρα:  

 
4x4x

2x2x

x 0 x 0 x 0 x 0

f(t)dtf(t)dt 4f(4x) 2f(2x)
lim g(x) lim lim lim 4f(0) 2f(0) 2 g(0)

x x 1      




      




, 

αφοφ θ f  είναι ςυνεχισ. 

 

Συνεπϊσ θ g είναι ςυνεχισ ςτο 0 και ςτο  0, (ωσ παραγωγίςιμθ ςε αυτό), άρα τελικά είναι ςυνε-

χισ ςτο  0, . Επίςθσ g'(x) > 0  για κάκε   x 0, , άρα τελικά θ g είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

 0, . 
 

 

 ΘΕΜΑ  Δ  
 

Ζςτω θ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ f :   για τθν οποία ιςχφουν: 

      f x f xf x e e 2   
 

 για κάκε x και  

 f(0) = 0. 

Δ1.    Να αποδείξετε ότι     2f x ln x x 1   . 

 
Μονάδες 5 

Δ2.   α) Να βρείτε τα διαςτιματα ςτα οποία θ ςυνάρτθςθ f είναι κυρτι ι κοίλθ και να προςδιορίςετε 
το ςθμείο καμπισ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f. 

(μονάδεσ 3) 
  

β)  Να υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυ-
νάρτθςθσ f, τθν ευκεία y = x και τισ ευκείεσ x = 0 και  x = 1. 

(μονάδεσ 4)  
Μονάδες 7  

Δ3. Να υπολογίςετε το όριο:  
x

2

0
f (t)dt

x 0
lim e 1 ln f(x)



     
  

. 

Μονάδες 6  
Δ4.  Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ:  

x 2 x
2 2

0 0
1 3 f(t )dt 8 3 f (t)dt

0
x 3 x 2



 
 

 

 
 

ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα ςτο (2,3).  
Μονάδες 7 
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 ΛΤ΢Θ: 
 

Δ1. Η δοκείςα ςχζςθ γράφεται  f(x) f(x)e e (2x)


   , οπότε  f(x) f(x)e e 2x c, c    . 

Από τθν τελευταία, αν  κζςουμε x 0 , βρίςκουμε c 0  κι ζτςι αυτι γράφεται   
f(x) f(x)e e 2x  . 

Είναι 

f(x) f(x) 2f(x) f(x) 2f(x) f(x)e e 2x e 1 2xe e 2xe 1          
2f(x) 2e x 1 x       (1). 

Ζςτω   f(x)H(x) e x, x , οπότε  θ ςχζςθ (1) γράφεται   2 2H (x) 1 x . Άρα είναι H(x) 0  για κάκε 

x  και επειδι είναι ςυνεχισ ςτο , αυτι  διατθρεί ςτακερό πρόςθμο. Αλλά   H(0) 1 0 , όποτε 

είναι H(x) 0  για κάκε x . 

Επομζνωσ θ ςχζςθ (1) δίνει:  

          2 f(x) 2 f(x) 2H(x) 1 x e x 1 x e x 1 x  2f(x) ln x 1 x ,x    . 

 

Δ2α. Είναι 
   


  

    

2
2

2 2 2

x
1x 1 x ' 11 xf '(x)

x 1 x x 1 x 1 x
. 

Η fϋ είναι με τθ ςειρά τθσ παραγωγίςιμθ ωσ πθλίκο παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με

  
 

3
2

x
f x , x

x 1


  



. 

Για x 0 είναι f (x) 0  , οπότε  θ f είναι κοίλθ ςτο [0, ) . 

Για x 0 είναι f (x) 0  , οπότε  θ f είναι κυρτι  ςτο ( ,0] . 

Στο x 0  θ f  παρουςιάηει ςθμείο καμπισ  το  ςθμείο  0,f(0)  δθλαδι το Ο(0, 0) . 

 

Δ2β. Η εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ fC  ςτο 0x 0  είναι y f(0) f (0)(x 0) y x     . 

 Αφοφ θ f είναι κοίλθ ςτο [0, ) ,  είναι f(x) x  για κάκε x 0  με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για 

x 0 . 

Άρα το ηθτοφμενο εμβαδόν είναι  

 

 



    

       

       
 







  

  

 



1 1 1

0 0 0

1 11 12

00 0 0

11
2

0 2 0

E (x f(x))dx xdx f(x)dx

1 1
x (x) f(x)dx xf(x) xf (x)dx

2 2
1 x 1

f(1) dx f(1) x 1
2 2x 1

1
2 ln 1 2 .

2

 

 

Δ3. Αφοφ  
 2

1
f '(x) 0

1 x
 για κάκε x , θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο .  

Για x 0   είναι  f(x) f(0) 0 . 
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Ζςτω L  το ηθτοφμενο όριο, το οποίο γράφεται  

 

x
2

0

x
2

0

f (t)dt

f (t)dt

x 0 x 0

e 1

L lim e 1 lnf(x) lim f(x)lnf(x)
f(x)  

   
        
  

. 

 

  Η ςυνάρτθςθ ςτον εκκζτθ είναι ςυνεχισ ωσ παραγωγίςιμθ, οπότε  

   
x 0

2 2

0 0
f (t)dt f (t)dt

x 0 x 0
lim e 1 e 1 0, lim f x f 0 0

  

      





. 

Το όριο οδθγεί ςτθ μορφι 
0

0

 
 
 

 και ιςχφουν οι προχποκζςεισ εφαρμογισ του κανόνα De L’ Hospital 

όπωσ προκφπτει εκ του αποτελζςματοσ . Είναι λοιπόν :  

 

 

 

 

 
    

          
   

   
 



 

x x
2 2

x 00 0 2 2

0 0

f (t)d

2

t f (t)dt

f (t)dt f (t)dt

x 0 x 0 0

2

2

x

e 1 e 1
e e

lim lim lim 0
1f(x) f(x) f(x)

0

x 0

1

f f
. 

 Επίςθσ είναι  

                                 
x 0 x 0

lnf(x)
lim f(x)lnf(x) lim

1

f(x)

  
 . 

 Ζχουμε        
x 0 x 0 x 0

l
1

lim f(x) f 0 0 lim lim
f(

n x
x)

f και
    

       

και υπάρχει το 
 

x 0

lnf(x)
lim

1

f(x)





 
 
 

, όπωσ φαίνεται παρακάτω. Ζτςι, ςφμφωνα με  κανόνα De L’ Hospital ,  

είναι :  

                             
x 0 x 0 x 0 x 0

2

f (x)

lnf(x) f(x)
lim f(x)lnf(x) lim lim lim( f(x)) 0

1 f (x)

f(x) f (x)

      



    


 

Άρα το ηθτοφμενο όριο  
    

   
            
  

x
2

0

x
2

0

f (t)dt

f (t)dt

x 0 x 0 x 0

e 1

L lim e 1 lnf(x) lim lim f(x)lnf(x) 0 0 0.
f(x)

 

 

Δ4. Στο διάςτθμα (2, 3) είναι :  

   
x 2 x

2 2

x 2 x0 0 2 2

0 0

1 3 f(t )dt 8 3 f (t)dt
0 (x 2) 1 3 f(t )dt (x 3) 8 3 f (t)dt 0

x 3 x 2




 

        
 

 
  . 
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Θεωροφμε ςυνάρτθςθ:  

                                           
x 2 x

2 2

0 0
G(x) (x 2) 1 3 f(t )dt (x 3) 8 3 f (t)dt , x [2,3]



        . 

Η G είναι  ςυνεχισ ςτο *2, 3] , αφοφ οι εμφανιηόμενοι όροι είναι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ, ωσ παραγω-

γίςιμεσ. 

Είναι  
2

2

0
G(2) 3 f (t)dt 8    και   

1
2

0
G(3) 1 3 f(t )dt   . 

•  Είναι f(t) t,t [0,2]  , οπότε  2 2 2 2f (t) t t f (t) 0    , με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για t 0 . Άρα   

2 2
2 2 2

0 0

8
(t f (t))dt 0 f (t)dt G(2) 0

3
       . 

•  Πμοια  f(t) t,t [0,1] , δθλαδι με       2t [0,1] 0 t 1 0 t 1 , οπότε 

   2 2 2 2f(t ) t t f(t ) 0,t [0,1] , με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για t 0 . Επομζνωσ  

      
1 1

2 2 2

0 0

1
(t f(t ))dt 0 f(t )d

3
t G(3) 0 . 

Είναι λοιπόν  G(2)G(3) 0 , οπότε  ςφμφωνα με το κεϊρθμα Βolzano θ εξίςωςθ G(x) 0  ζχει μία του-

λάχιςτον ρίηα ςτο (2,3).  Συνεπϊσ  και θ ιςοδφναμθ αρχικι εξίςωςθ ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα ςτο 

(2,3) . 

 

 ΑΛΛΕ΢ ΛΤ΢ΕΙ΢:   
 

 
Β1. Ζςτω z x yi, x,y   , οπότε 

   

   

   

2 22 2

2 22 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

z 4 2 z 1 x yi 4 2 x yi 1

x 4 yi 2 x 1 yi

x 4 y 2 x 1 y

x 4 y 4 x 1 y

x 8x 16 y 4 x 2x 1 y

x 8x 16 y 4x 8x 4 4y

12 3x 3y x y 4.

        

     

     

      
 

         

       

     

 

Άρα ο γεωμετρικόσ τόποσ των εικόνων του z είναι κφκλοσ με κζντρο τθν αρχι των αξόνων και ακτίνα 

ρ = 2. 

B2β. Αν 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2z x y i,z x y i,x ,x ,y ,y      με αντίςτοιχεσ εικόνεσ 1 2A(z ),B(z ) , ζχουμε ότι:  

1 2
1 2 1 2

2 1

z z
2 x x y y OA·OB |OA||OB|ς AOBw υν

z z

 
       

 
, 

οπότε |w| |OA||OB||ςυνAOB| |OA||OB|   απ' όπου 

OA OB w OA OB 4 w 4      . 
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Β2β. 1 2 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

2

4

z z z z z z z
w 2 2 2 4Re

4z z z z z z

z

 
        
              
          
 

. 

Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι 1 1 1

2 2 2

z z z
4 4Re 4 4Re 4 Re 1

z z z

     
           

     
. 

Πμωσ 1 1

2 2

z |z | 4
1

z |z | 4
   , άρα ο μιγαδικόσ 1

2

z

z
 κινείται ςτο μοναδιαίο κφκλο 2 2x y 1   , 

άρα 2 2x 1 y 1   , άρα |x| 1  δθλαδι το πραγματικό μζροσ του 1

2

z

z
 ικανοποιεί τθν 1

2

z
Re 1

z

 
 

 
. 

Γ3. Ζςτω x 0 . Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 
u

0

F(u) f(t)dt,u [2x,4x]  .  

Η ςυνάρτθςθ f  είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα *2x,4x+, οπότε θ F  είναι παραγωγίςιμθ ς' αυτό, με 

F (u) f(u)  .  

Από το Θεϊρθμα Μζςθσ Τιμισ, υπάρχει ζνα τουλάχιςτον ξ (2x,4x)  τζτοιο, ϊςτε  

4x 2x

0 0

F(4x) F(2x)
F (ξ) f(t)dt f(t)dt 2xf(ξ)

4x 2x


    

    

4x 0 4x

0 2x 2x

f(t)dt f(t)dt 2xf(ξ) f(t)dt 2xf(ξ)      . 

Είναι 2x ξ 4x   και θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ, άρα f(ξ) f(4x) . 

Επομζνωσ 
4x

2x

f(t)dt 2xf(4x) . 

Γ3. Η ςυνάρτθςθ f  είναι κετικι ςτο διάςτθμα  2x,4x   

ςυνεπϊσ το ολοκλιρωμα 
4x

2x

f(t)dt  εκφράηει το εμ-

βαδό του χωρίου που περικλείεται από τθ γραφικι 

παράςταςθ τθσ f  και τισ ευκείεσ t 2x  και t 4x  

το οποίο (αφοφ θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο δι-

άςτθμα αυτό) είναι μικρότερο από το εμβαδό του 

ορκογωνίου ΑΔΒΓ που ζχει μικοσ βάςθσ 

4x 2x 2x   και φψοσ τθ μεγαλφτερθ τιμι τθσ ςυ-

νάρτθςθσ f  ςτο ςυγκεκριμζνο διάςτθμα που είναι θ 

f(4x) . Άρα 
4x 4x

2x 2x

f(t)dt (A ΔΒΓ) f(t)dt 2xf(4x)     που 

είναι το ηθτοφμενο. 

 

Δ1.  Πμοια όπωσ ςτθν πρϊτθ λφςθ βρίςκουμε   f(x) f(x)e e 2x (1) .  
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Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ  x xg(x) e e  με   x xg'(x) e e 0   για κάκε x , άρα θ g  είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο  οπότε και "1 1" . 

 

Ραρατθροφμε ότι       


   

        
 

1
2 2ln x x 1 ln x x 1

2 2

2

1
g ln x x 1 e e x x 1

x x 1
 

 

    

2
2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

x + x +1 1 2x x + x +1x + x +1+ 2x x +1 1 2x +2x x +1
= = = = = 2x

x + x +1 x + x +1 x + x +1 x + x +1
. 

 

Οπότε θ (1) γράφεται:       
 

      
g: 1 1

2 2g f(x) g ln x x 1   f(x) ln x x 1 . 

Δ1. Αφοφ φτάςουμε ςτθ ςχζςθ  
2

f(x) 2e x x 1   , για κάκε x  μποροφμε να εξάγουμε τον τφπο τθσ 

f  χωρίσ μάλιςτα να απαιτείται να χρθςιμοποιιςουμε τθ ςυνζχεια τθσ ςυνάρτθςθσ f . 

Ρράγματι, αν υπιρχε 0x   ϊςτε 0 0f(x ) f(x )2 2
0 0 0 0e x x 1 e x x 1        τότε επειδι το 1ο  μζ-

λοσ είναι κετικό, οφείλει και το 2ο μζλοσ να είναι κετικό. Πμωσ  
|x| x

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0x 1 x x 1 |x | x 1 x x x 1 0



            , άτοπο. 

Συνεπϊσ f(x) 2e x x 1   , για κάκε x . 

Δ1. Εναλλακτικά, αφοφ φτάςουμε ςτθ ςχζςθ 2f(x) f(x)e 2xe 1 0   , για κάκε x  μποροφμε να δοφμε 

τθν τελευταία παράςταςθ ωσ τριϊνυμο του f(x)e  με διακρίνουςα  

2 2( 2x) 4 1 ( 1) 4(x 1)        . 

Ζτςι, παίρνουμε  f(x) 2 f(x) 2ιe x x 1 e =x- x +1   , για κάκε x  και ςυνεχίηουμε όπωσ ςτθν πα-

ραπάνω λφςθ για να απορρίψουμε τθ δεφτερθ περίπτωςθ: "Αν υπιρχε 0x   ϊςτε 

0f(x ) 2
0 0e x x 1    τότε ... " 

Δ3. Η ςυνάρτθςθ f(x)  ζχει παράγωγο   
2

1
f (x) 0

x 1
 άρα είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο , οπότε για 

x 0  ζχουμε  f(x) f(0) 0  ςυνεπϊσ |f(x)| f(x)  για  x (0, ) . Το όριο γράφεται: 

 



 
  x 0

F(x) F(0)
lim xlnf(x)

x 0
 όπου  

x
2

0
f (t)dt

F(x) e  θ οποία είναι παραγωγίςιμθ με   2F (x) f (x) . 

 

Πμωσ 



 

x 0

F(x) F(0)
lim F (0) 0

x 0
και επίςθσ  

  

 
 
 

  



      
  

0
20

2 2x 0 x 0 x 0

2

f (x)

lnf(x) x 1f(x)
lim (xlnf(x)) lim lim 0 1 0

1 1 ln(x x 1) x 1
x x

, 
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διότι 
 

 
 
 

 
 

 



0
2 0

2x 0 x 0

2

x 2x
lim lim 0

1ln(x x 1)
x 1

. 

 

Δ3.  Με  2f t  ςυνεχι ςτο  (δφναμθ ςυνεχοφσ και 0  προκφπτει ότι θ ςυνάρτθςθ    
x

2

0

F x f t dt   

είναι μια παράγουςα τθσ f  ςτο , άρα ςυνεχισ και με   xm x e  ςυνεχι ςτο  προκφπτει ότι θ  

  
 

x
2

0

f t dt

m F x e


  είναι ςυνεχισ ςτο  (άρα και ςτο μθδζν) οπότε  

 

   
x 0

2 2

0 0

f t dt f t dt
0

x 0
lim e 1 e 1 e 1 1 1 0



 
         

 
 
 

, 

και επειδι f(x) 0  για x 0 , άρα 

   
    

         

(*)

x 0 x 0 u 0
lim ln f x lim lnf x lim lnu . 

         (*) κζτουμε u f(x)  οπότε 


  
x 0

0u limf(x) f(0) 0  διότι θ f είναι ςυνεχισ. 

Ζτςι ζχουμε:  

 

 

 

 

x
2x

2
0

0

f t dt
f t dt

x 0 x 0

e 1
lim e 1 ln f x lim

1

lnf x

  

 
           

          
 

. 

Και με τισ ςυναρτιςεισ 
 

 




x
2

0

f t dt 1
e 1,

lnf x
 παραγωγίςιμεσ είναι  

  

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

  



 
 
 

  



 


 
             

       
               

    
 












x
2x

2

0
0

x
2

x
20

x
02

0

x
2

0

2

DL'Hx 0 x 0 x 0 xf t dt
f t dt 2

0

f t dt 2

f t dt2

f t dt

x 0
f t dt

2

f t d

f x f x

lnf x f x f x
lim lim lim

e f t dt1 e 1

e 1
e 1

e 1

f x

f x
lim

e f x

e

 

 

 

 

  
    

    
   

 
 
 

     
 
 
 

x
2

0

x
2

0

x

0

2

f t dt

3
x 0

f t dt

2

t

e 1

f x
lim

f x
e

1
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Επειδι οι ςυναρτιςεισ 
2

x

0
(t)df t

f '(x), e  είναι ςυνεχείσ ςτο 0, ζχουμε:  

 

 

 

 


 
  
         
  
 

x 0
2 2

0 0

0
x 0

f t dt f t dt

f x f 0 1 1
lim 1

e 1

e e

 

και  

 

 

 

  

   

   

   

 

    

 
 
 

   

                                                        
  

  

x
x x x x x

2
2 2 2 2 2

0
0 0 0 0 0

22
f t dtf t dt f t dt f t dt f t dt f t dt

2

0

0

3 2 2DL'Hx 0 x 0 x 0 x 03

e 1e 1 2 e 1 e 1 2 e 1 e f x

lim lim lim lim
f x 3f x f x 3f x ff x  

   

 

   

 

   
         

   
   

    
   

   

x x 0 0
2 2 2 2

0 0 0 0

f t dt f t dt f t dt f t dt

x 0

x

2 e 1 e 2 e 1 e

2 0 1
lim 0.

3 f x 3 f 0 3 1

 Οπότε τελικά για το ηθτοφμενο όριο (από όρια και πράξεισ) ζχουμε:  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

       

    
                       

            
      

    
  
   




 

x x
2 2

0 0

x x
2 2

0 0

x
2

0

2 2

f t dt f t dt

3 3
x 0 x 0 x 0 x 0

f t dt f t dt

f t dt

e 1 e 1

lnf x f x f x
lim lim lim lim 1 0 0

f x f x

e e1

e 1

. 

Δ4. Εναλλακτικά, για τθν απόδειξθ του G(2)G(3) 0 .  

Θεωπούμε ηη ζςνάπηηζη    
x

2 3

0

g x 3 f t dt x ,x 0    η οποία είναι παπαγωγίζιμη ζηο  0,  με 

   2 2g x 3 f x x     .  Αλλά για κάθε x 0  η f  είναι κοίλη και η εθαπηομένη ζηο 0x 0  είναι η 

y x , άπα  f x x  και εθόζον ηα δύο μέλη είναι θεηικά, παίπνοςμε    2 2 2 2f x x f x x 0    , 

με ηην ιζόηηηα να ιζσύει μόνο ζηο 0x 0  , άπα  g x 0   με ηην ιζόηηηα να ιζσύει μόνο ζηο 

0x 0 , άπα η ζςνάπηηζη g  είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο  0, ,  οπόηε: 

     
2

2

0

0 2 g 0 g 2 0 3 f t dt 8 G(2) 0         . 

Ενηελώρ όμοια θεωπούμε ηη ζςνάπηηζη    
x

3 2

0

K x x 3 f t dt,x 0   , η οποία είναι  παπαγωγίζι-

μη ζηο  0,   με    2 2K x 3 x f x   
 

. Αλλά, όπωρ πποηγοςμένωρ ιζσύει  f x x  για κάθε 

x 0  οπόηε και    2 2 2 2f x x x f x 0     άπα είναι  K x 0  , με ηην ιζόηηηα να ιζσύει μόνο 

ζηο 0x 0 , οπόηε η ζςνάπηηζη K  είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο  0, , οπόηε: 

     
1

2

0

0 1 K 0 K 1 0 1 3 f t dt G(3) 0        . 


