Υποδείξεις – Παρατηρήσεις                                                                                Κανάβης Χρήστος

Διαγώνισμα Κατεύθυνσης Γ λυκείου Θανάσης Κοπάδης 

Υποδείξεις – Παρατηρήσεις
ΘΕΜΑ 2ο 
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Β1. Είτε με την βοήθεια της πρώτης παραγώγου
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 είτε αρκετά εύκολα με ορισμό της μονοτονίας αφού 
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Β2. 
Είναι 
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 ή διαφορετικά θέτουμε 
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Το 
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 επομένως υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης 
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 και αφού 
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 είναι γνησίως αύξουσα έχει το πολύ μία ρίζα και αφού αποδείξαμε ότι έχει τουλάχιστον μία τότε αυτή θα είναι μοναδική.

· Διαφορετικά λύνουμε την εξίσωση αλγεβρικά
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 και βρίσκουμε 
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Σχόλια παρατηρήσεις
1. Συμβουλεύω γενικά τους μαθητές να μην “σνομπάρουν” τον ορισμό της μονοτονίας και γενικά την επίλυση ασκήσεων μέσω των ορισμών. Υπάρχουν ασκήσεις που επιλύονται πολύ πιο σύντομα με τον ορισμό ή και μόνο με τον ορισμό

2. Η πρόταση: “Μια γνησίως αύξουσα συνάρτηση έχει το πολύ μια ρίζα”, είναι μία από τις πολλές προτάσεις που χρησιμοποιούνται αλλά λόγω πληρότητας χρειάζονται απόδειξη διότι δεν περιέχονται στο σχολικό βιβλίο. 

Απόδειξη: Έστω η συνάρτηση 
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 μία γνησίως μονότονη συνάρτηση. Τότε η 
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είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα άρα σε κάθε περίπτωση είναι 1-1. Αν ρ1, ρ2 είναι ρίζες της 
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 τότε 
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 και άρα  
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 αφού η 
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 είναι 1-1. Επομένως η f έχει το πολύ μία ρίζα.
Β3. Θέτουμε 
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 από την οποία προκύπτει 
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B4.  Είναι 
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ΘΕΜΑ Γ
Γ1. Πολύ εύκολα με τον ορισμό της μονοτονίας ή με το κριτήριο της πρώτης παραγώγου. Προκύπτει ότι η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα άρα και 1-1.
Γ2. Έχουμε,
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 και αφού 
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 και αφού η συνάρτηση 
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είναι 1-1…….
Γ3. Η συνάρτηση 
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 είναι παραγωγίσιμη με 
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. Θέτουμε 
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 από την μονοτονία της οποίας προκύπτει ότι η συνάρτηση 
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 είναι γνησίως αύξουσα. Επομένως για κάθε 
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Γ4. Η εξίσωση γράφεται 
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. Βρίσκουμε δύο τουλάχιστον ρίζες εφαρμόζοντας το θεώρημα Bolzano στα διαστήματα 
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. Με τον ορισμό αποδεικνύεται εύκολα ότι η συνάρτηση 
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 γνησίως φθίνουσα στο 
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και γνησίως αύξουσα στο 
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· Διαφορετικά έστω ότι έχει τουλάχιστον τρεις ρίζες 
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 με 
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 . και με χρήση του θεωρήματος Rolle στα διαστήματα 
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και 
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 θα έχουμε δύο τουλάχιστον ρίζες της εξίσωσης
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 καταλήγουμε σε άτοπο αφού η εξίσωση αυτή έχει μοναδική ρίζα την 
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. Επομένως η εξίσωση έχει το πολύ δύο ρίζες και αφού αποδείξαμε ότι έχει τουλάχιστον δύο θα έχει ακριβώς δύο.
ΘΕΜΑ Δ
Δ1.  Είναι 
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(1) άρα 
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. Άρα 
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 από όπου με την βοήθεια των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει εύκολα 
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 άρα ……..
[image: image52.wmf](

)

1

1

hx

x

=+


Δ2. Προκύπτει εύκολα μέσω της δεύτερης παραγώγου της 
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 ότι η συνάρτηση
[image: image54.wmf]h

¢

 είναι γνησίως αύξουσα. Το ζητούμενο προκύπτει με εφαρμογή δύο Θ.Μ.Τ στα διαστήματα 
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 και 
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  και χρήση της μονοτονίας της 
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Δ3. i) Είναι 
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. Πολλαπλασιάζουμε με  
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και αφού 
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Σχόλιο: Όταν έχουμε μια διαφορική εξίσωση της μορφής 
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 πολλαπλασιάζουμε με 
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 μια αρχική της συνάρτησης 
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ii) Η δοσμένη σχέση γράφεται 
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 άρα 
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 και επομένως ……….
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