Συνημμένο 104.

Παραλλαγή της Κατασκευής 2 ε(35).

10ι(192). Δίνεται ευθεία (ε) και τα διατεταγμένα σημεία της Α, Γ, Β, με ΑΓ<ΓΒ. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει σημείο Δ της ευθείας (ε), για το οποίο είναι:
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                                                        (1).
Λύση 1η (Σχήμα 14).

 (α). Ανάλυση. 
Υποθέτουμε ότι το ζητούμενο σημείο υπάρχει και είναι το Δ.
Αν Γ' είναι το ΣΑ του Γ ως προς τα Α, Β και γράψουμε τον Απολλώνιο κύκλο διαμέτρου ΓΓ' τότε για τυχαίο σημείο Κ του κύκλου αυτού, η ΚΓ θα είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ του τριγώνου ΚΑΒ.
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Εξάλλου, αφού αληθεύει και η (1), σύμφωνα  με το αντίστροφο του Θεωρήματος της παραγράφου 11-14.3 του βιβλίου Γεωμετρίας του Γ. Τσίντσιφα, η ΚΔ θα είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΚΑΒ, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
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(β). Κατασκευή.  
Ορίζουμε το ΣΑ, Γ' του Γ  ως προς τα Α, Β και με διάμετρο το ΓΓ', γράφουμε τον Απολλώνιο κύκλο στον οποίο παίρνουμε τυχαίο σημείο Κ, οπότε σύμφωνα με τα γνωστά, η ΚΓ θα είναι διχοτόμος της γωνίας Κ του τριγώνου ΑΚΒ. 
Στο τρίγωνο ΚΑΒ, από το Κ φέρουμε την συμμετροδιάμεσο,  που τέμνει την ΑΒ στο Δ. Λέμε ότι τo ζητούμενο σημείο είναι το Δ.
(γ). Απόδειξη.  
Επειδή στο τρίγωνο ΚΑΒ η ΚΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ και επειδή η ΚΔ, είναι συμμετροδιάμεσός του, σύμφωνα με το Θεώρημα Θαλή και το ευθύ του Θεωρήματος της παραγράφου 11-14.3 του βιβλίου  Γ. Τσίντσιφα, εύκολα παίρνουμε την σχέση (1). Τούτο σημαίνει ότι το Δ είναι το ζητούμενο.
 (δ). Διερεύνηση. 

Είναι προφανές ότι υπάρχει και δεύτερο σημείο Δ', που αληθεύει τη σχέση (1). Τούτο προφανώς θα είναι το ΣΑ, Δ' του Δ ως προς τα Α, Β, καθώς και γι’ αυτό θα είναι  
[image: image3.wmf]ΔΒ

ΑΔ

=

Β

'

Δ

'

ΑΔ

. Έτσι, η (1) γίνεται  
[image: image4.wmf]Β

'

Δ

'

ΑΔ

=

ΓΒ

ΑΓ

2

2

.
Με ανάλογο τρόπο εργαζόμαστε και όταν τα Δ, Γ βρίσκονται σε άλλες θέσεις της ευθείας ΑΒ ως προς τα Α, Β.
Παρατηρήσεις.
(α). Είναι φανερό ότι για τη λύση του παραπάνω Προβλήματος χρησιμοποιήσαμε την μέθοδο της «εξόδου από την ευθεία στο επίπεδο».

(β). Είναι δυνατό να χρησιμοποιήσουμε και μερικούς άλλους τρόπους, από αυτούς που έχουμε χρησιμοποιήσει στην λύση της Κατασκευής 2ε(35) του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», τόμος 3.
(γ). Σύμφωνα με τους ορισμούς  της παραγράφου 10ι(197) 5 και 6 του παραπάνω βιβλίου μου, η δέσμη Κ(ΑΔΓΜΒ), (όπου Μ το μέσον του ΑΒ) είναι «συμμετροδιαμεσική δέσμη», ενώ η σημειοσειρά Α, Δ, Γ, Μ, Β, είναι «συμμετροδιαμεσική σημειοσειρά».
Λύση 2η (Σχήμα 15) .
 (α). Ανάλυση. 
Σκεπτόμαστε και εδώ, όπως στην παραπάνω λύση 1, με τη διαφορά, ότι εδώ 
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το σημείο Κ, στον κύκλο διαμέτρου ΓΓ', δε λαμβάνεται τυχαία, αλλά το σταθερό σημείο της τομής του παραπάνω κύκλου και του κύκλου διαμέτρου ΑΒ, οπότε θα έχουμε την παρακάτω ειδική Κατασκευή:
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(β). Κατασκευή. 
Ορίζουμε το ΣΑ, Γ' του Γ  ως προς τα Α, Β και γράφουμε τους κύκλους με διαμέτρους τα ΓΓ' (Απολλώνιο του τριγώνου ΑΚΒ) και ΑΒ. Αν Κ είναι η τομή των κύκλων αυτών και Δ είναι η ορθή Προβολή του Κ στην ΑΒ, τότε λέμε ότι το ζητούμενο σημείο είναι το Δ.
(γ). Απόδειξη.  
Επειδή, το Κ ανήκει στον Απολλώνιο κύκλο διαμέτρου ΓΓ', στο τρίγωνο ΚΑΒ η ΚΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ, οπότε θα είναι:  
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Ακόμη, επειδή το τρίγωνο ΚΑΒ είναι ορθογώνιο και ΚΔ
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ΑΒ, θα είναι και:  
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Έτσι, από τις (2) και (3) παίρνουμε:  
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Η τελευταία σημαίνει, ότι το Δ  είναι πραγματικά το ζητούμενο σημείο.
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(δ). Διερεύνηση. 
Επειδή οι κύκλοι διαμέτρων ΓΓ', ΑΒ τέμνονται, το πρόβλημα έχει πάντοτε λύση.
Είναι προφανές ότι υπάρχει και δεύτερο σημείο Δ' που αληθεύει τη σχέση (1) . Τούτο προφανώς θα είναι το ΣΑ, Δ' του Δ ως προς τα Α, Β, καθώς και γι’ αυτό θα είναι  
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                                                                                        Θεσσαλονίκη  20-12-2011.
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