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Δείξτε ότι 
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· Αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο R το β΄ μέλος παριστάνει και αυτό παραγωγίσιμη συνάρτηση ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων, άρα και το α΄ μέλος , οπότε η συνάρτηση είναι δυο φορές παραγωγίσιμη κ.ο.κ που τελικά σημαίνει ότι η f είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση στο R
· Αν η f είναι σταθερή θα έπρεπε 
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και επιπλέον 
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. Τότε από την αρχική σχέση προκύπτει : 
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 άτοπο, οπότε η f δεν είναι σταθερή στο R
· Αν 
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αφού f όχι σταθερή και συνεχής τότε  θα υπάρχει διάστημα Δ με a άκρο του Δ ώστε 
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και
[image: image9.wmf]f(a)2

=

άρα μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 
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Από την αρχική δοσμένη σχέση παίρνουμε :
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δηλαδή 
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.Παίρνουμε το κατάλληλο πλευρικό όριο όταν 
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της προηγούμενης σχέσης και καταλήγουμε στην 
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άτοπο. Συνεπώς 
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· Αφού 
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,f συνεχής,
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,συμπεραίνουμε ότι 
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, άρα από την αρχική σχέση προκύπτει ότι : 
[image: image19.wmf]f(x)0,xRf

¢

>"ÎÞ

&

 στο R
· Παραγωγίζοντας την αρχική σχέση έχουμε την : 
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 που σημαίνει ότι η f είναι κυρτή όταν 
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 αφού η συνάρτηση είναι γνήσια αύξουσα στο R. Τελικό συμπέρασμα είναι ότι : Η συνάρτηση f είναι κυρτή στο 
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 και κοίλη στο 
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· Τώρα αφού 
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και 
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τότε είτε 
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 είτε θα είναι 
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.Θα αποδείξουμε ότι η τελευταία σχέση οδηγεί σε αντίφαση οπότε υποχρεωτικά θα ισχύει η 
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Πράγματι : Από το Θ.Μ.Τ  με x<0 είναι
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 αφού 0>ξ>x και f ΄ γνήσια αύξουσα και θετική για x<0. Τώρα αν υποθέσουμε ότι ισχύει 
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 από την ανισότητα 
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 παίρνοντας όρια όταν το 
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.  Έτσι αν και πάλι πάρουμε όρια όταν το 
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της αρχικά δοσμένης σχέσης προκύπτει 
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· Ακόμη από την αρχική έχουμε
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ή 
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 δηλαδή 
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. Θεωρούμε x>0 και εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ για ολοκληρώματα οπότε είναι 
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αφού 0<k<x , f(0)=1 και  f   γνήσια αύξουσα. Τότε αν πάρουμε όρια όταν το 
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 της ανισότητας  
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 προκύπτει ότι : 
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· Αφού η f είναι συνεχής στο R, γνήσια αύξουσα και 
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, σύνολο τιμών της f είναι το 
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· Τέλος πάλι από την αρχική έχουμε
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, με την αλλαγή μεταβλητής 
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, η προηγούμενη γίνεται
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Με δεδομένο ότι f αντιστρέψιμη και 
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αν θέσουμε όπου x , το f -1(x),  παίρνουμε :
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